MATEMATIK Examinator: Julia Brandes,
Chalmers tekniska hogskola Datum: 161220 kl. 14.00-18.00

Tentamen

MVEZ275 Linjir algebra AT

Del 1: Godkantdelen

1. (a) Utan egenvektor: Rotationsmatris med 7/2 i R?:

B

Med precis en egenvektor: Rotationsmatris med /2 kring z-axeln i R3:

01 0
-1 0 O
0 0 1
(b) Vi loser
1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 7| 2 | ~poma |0 3] 6 | ~qpalan |0 1] -2
3 5|-1 HI=II=3L g 9 | 4 M2 | 0 0] 0
1 0] 3
~orern | 0 1] =2
0 0] O

Alltsa &r u € Span{vy, va} och vi har linjirkombinationen u = 3v; — 2vs.

(c) Matrisen &r

1 -1 0
-1 -1 2
0 20
(d) Basbytematrisen P &r given av
E+B
2 -1 3
P =10 1 -1
E+B 1 0 —2
Det inversa basbyte beskrivs alltsd av matrisen P = P ~!. Vi riiknar
B+¢& E+B
2 -1 3|1 0 0 1 -1 511 0 -1 1 -1 5|1 0
0 1 =110 1 0| ~1-m | O 1 -1|/0 1 O ~ri—ii—1 | O 1 -1] 0 1
1 0 —-2|0 0 1 1 0 =2|0 0 1 0 1 -7|-1 0
10 4] 1 1 -1 10 0/1/3 1/3 1/3
P10 0 —6]-1 -1 2 -4 | 0 0 1[1/6 1/6 —1/3
IT—IT4111

(e) Forsta fallet: Eftersom dim Col A =n —dimNul A = 8 —3 = 5 < 6 sa spénner A:s kolonner inte upp
hela RS.
Andra fallet: Nu har vi dim Col A = n — dim Nul A = 8 — 2 = 6. Kolonnrummet &r ett delrum av R,
men varje mingd av 6 linjéirt oberoende vektorer i RS spanner upp RS.
Tredje fraga: Om Nul A = 1 da maste vi enligt dimensionssatsen ha dim ColA = 8 — 1 = 7. Men
kolonnrummet #r ett delrum av R®, d4 kan det finnas hogst 6 linjsirt oberoende vektorer. Dérmed &r
det omgjligt att ha dim Nul A = 1.



(f) Vi utvecklar lings sista kolonnen, och sen lings andra raden. Da fa vi

a 0 2 0
a 0 2
03 0 O a 2
det = —4det 0 3 0 =(—4)-3-det =—12(a — 0) = —12a.
-1 0 0 4 0 b 1 0 1
0 b 1 O

Matrisen dr alltsa inverterbar for alla a # 0 och for alla b € R.

2. (a) Tva vektorer u,v € R &r ortogonala om u-v = 0.

1
(b) Vi bérjar med by = vy = g . Da blir
0
1 1 4/5
by — vo — by va, 1 1 0] 1
S [T YT A 502 | —-2/5
-1 0 -1
(c) Vi far ekvationssystemet
1+ 229 =0

T1+ T —x4 =0,

alltsa

102 o0 10 2 0]
110 —1 01 -2 —1 |’

l16sningarna dr alltsa givna genom x1 = —2x3 och xo = 23 + 24, alltsa
—2(E3 -2 0
2x3 + x4 . 2 1
zs | | 1 [T oo | T
Tq 0 1
0 -2
1 2 . o S
Vektorerna u; = 0 och uy = 1 bilder alltsa en bas for U-—.
1 0

(d) Vi bérjar med ¢; = uy. Da blir

uj - Co

Cy = Ug — WCl
-2 0 -2
o2 21| o
B 1 210 | 1
0 1 —1

Eftersom alla vektorer i U #r ortogonala med alla vektorer i U+ s& far vi en ortogonalbas till R*.

3. (a) Systemet kan skrivas som



R B ST

A2+ A =56+4+54 =22+ X—2=(A+1)(A—2). Vi har alltsd egenviirdena \; = —1 och Ay = 2.
Egenvektorn till Ay = —1 &r 16sningen till

RN

alltsa v = [ 71 } . Egenvektorn till Ay = 2 ges av 16sningen till

Rt

} Vi far alltsa tva linjart oberoende l6sningar till vara differentialekvationer,

Vi soker egenvérden och egenvektorerna till matrisen: det [

alltsa vo = [ 73
namligen
x1(t) = e tvi(t), Xo(t) = e?tvy(t).
Den allménna 16sningen ges da av
x(t) = cre vy (t) + cae*vo(t)

med fria konstanter ¢; och cs.
Vi l6ser nu begynnelsevéirdeproblemet: Det kravs att

1‘1(0) =c14+2c5 =0
21(0) = —c1 +4cy =1,

vi maste alltsa 16sa systemet
1 210 1
-1 4|1 0

z1(t) = —1/3e7" +1/3¢*
zo(t) = 1/3e7" — 1/2e*.

N
= O
—_
2
| —|
O =
= O
—_ |
-~
~
CDOJ
—_

Losningen blir

(b) Se nésta sida.

4. Vi beréknar egenvirdena:

3—) 4
det([ 4 =3 D =(B-N)(=3-X)—16=X"-9-16 =) - 25

egenvérdena &r alltsa A; o = +5. Egenvektor till A; = 5:

-2 4 1 -2
4 -8 0 0|’
alltsa vi = [ ? ]

Egenvektor till Ay = —5:

—_

R

9 |- Vi normaliserar: u; = %vl och uy = %VQ. Eftersom A &r symmetrisk far vi en

ON-matris dir transponatet dr lika med inversen. Alltsa

=Gl 206G D)

o

alltsa vq =



i

]
4

(R




Del 2: Overbetygsdelen

5. (a) Standardbasen for P, #r {1,x,22,...,2"}, och dirmed dim P, =n + 1.
(b) Vi analyserar basvektorerna: T(1) = 5(1+1) =1, T(z) = 3(z — 2) = 0, T'(2?) = 3(2* +27) = 2,
T(23) = 3(2® — 2%) = 0, och allméint

1 zF  om k #r jamnt
T(z*) = Z(a* + (—=2%)) = ’
(@) 2( ( ) 0 om k &r udda.
Vi ser alltsa att 1,22, 2%, ... dr egenvektorer till egenvirde 1, och z, 2% 2%, ... dr egenvektorer till

egenvirde 0. Avbildningsmatris &r alltsa

o
I
co o
cooo
o~ oo
co oo

(c) Vi far

S(p(e)) = p(x) - T(p(x) = pla) - LOTPED _ PO ZPED)

Genom att analysera basvektorerna ser vi att

k

0 om k &r jamnt,
z® om k &ar udda.

och den har egenvektorer 1,22, z%,... till egenviirde 0 och x, 23, 2%, ... till egenviirde 1.

6. (a) Falskt: Tatill exempel u = [ (1) } ochv = [ _é } , da spanner u och v upp bara ett en-dimensionellt

delrum av R2.

(b) Sant: Vi har ColA C R™, men om det finns b sa att Ax = b har inga losningar, sa spanner A:s
kolonner inte upp hela R™, och da maste vi ha dim Col A < dimR™ = m.

(c¢) Falskt: Tag t.ex. A =15, da dr det(A4) = 1, och
-1 0
det(—A)zdet({ 0 _1 ]) =(=1)-(-1)=1=det A.

7. (a) Vihar

Ix+yl>=(x+y) - (x+y)=x-x+2x-y+y y=|x["+2x -y + |yl

och
(Ul Ny ID? = 112+ 2 Ix[ Iyl + Iy .

Men x -y = [x| ly]| cos# < [|x]|[ly]l, och alltsé

% +yl* = [1xI* + 2% -y + lylI* < %I + 2 x| [y [l + Iy II* = (1] + [ly])?.

annan sidan galler det att x-y = ||x cosf > — ||x och darme

A idan géller d y = |Ix[[llyl[cos & > — [|x|[ |y ||, och dérmed

Ix+ylI? = [Ix]|* + 2%y + [ly[I* > x> = 2 x| Iy | + [ly[I* = (x| = [ly])*

(b) Vi kan anvinda ovanstaende argument: Om A > 0 sa pekar x och y at samma hallet, och vinkeln
mellan dem &r @ = 0. Da har vi cosf = 1 och alltsa

%+l = Ix]* +2x -y + [y |* = 1% + 2cos O || [y [l + [Iy[I* = Ix[I* + 2 [Ix]| |yl + [y * = (Ix]| + [ly])*.
Om A < 0 sa pekar x och y i motsatta hall, vinkeln &r alltsa 8 = 7, och ddrmed

I+ y1* = [Ix[l* + 2 -y + ly[I* = Ix]* + 2cos 7 lx] [y ]| + Iy lI* = llx]I* = 2[Ix[l Iy [l + ¥]I* = (=] = lly[)*.



