MATEMATIK Examinator: Julia Brandes,

Chalmers tekniska hogskola Datum: 170819 kl. 9.30 - 12.30
Tentamen

MVEZ275 Linjir algebra AT

Del 1: Godkantdelen

1. (a) Vihar det { le 2 ] = a — 8, alltsa behover vi att a = 8 for att ha odntligt manga 16sningar. Vi loser

nu
1 2| -1 1 2] -1
4 8| b 0 0[b+4 |
vilket ar losbart om b = —4
(b)
2 -3| 9 1 2]-13 1 0]-3
~4 1| 7 |~ oqam |0 9|45 |~ yag |0 1[5 |,
1 2|-13| M2 lo —7| 35 M-I | 0 0] 0
alltsa
9 2 -3
7| =-3| —-4]-5 1
~13 1 2

4z + 2x9 — 32°
Q(x) = x"Ax = (w1, 2, 23) 2z1 + o
—3x1 + 23

= 433% + 2x129 — 3x123 + 2122 + 51:% + 3x123 + x%

= 495% + 4x129 — 62123 + 537% + :1:%
(d) De ir ortogonala eftersom
vivi=1-(=1)4(-1)-142-0=-1+1=0.

Vidare far vi

1 1 4/3
. . ]
=Tty 4+ = V§v2—5 1l+=—=1] 1|=]|1/3
vl [Vl 6 2 2 0 5/3
(e) Vitar by = | —1 | och
L g0 (cng21 | ! L 1 0
by=| 0 | — 111 — =l0|—-| -1|=1]1
2 tlr 1 2 1 1
()
1 0 =21 0 O 1 0 =21 0 O
0 1 -1/0 1 0| ~momgr |0 1 —1]0 1 0
-1 -2 510 0 1 0 2 311 0 1
1 0 —2|1 0 O 1 0 013 4 2
~istgerr | 001 =110 1 0 | ~rspgorr | 001 01 3 1
00 1|1 21 U= g 0 1)1 2 1



2. (a) Léngden av en vektor v ér given genom ||v|| = /v - v.
(b) Vi ska hitta en approximativ 16sning till systemet

0 1 m -1
11 [ 3 ] = 1
2 1 2
. 01 2 .
Efter att multiplicera med [ 111 } blir det

och vi rdknar

[5 35} [1 3/51} [1 3/5| 1 } [1 03/2}
~L1g N1 _ ~ 113511 _
3 3|2 HH%I 1 112/3 0 2/5 1/3 IHIf%II 0 1 5/6
. . . .| m 3/2 .. 3 5
Minsta-kvadrat-l16sningen ar alltsa P /6 | som motsvarar linjen y = Sx — 2.

(c) Linjen gar genom punkterna (0,—5/6),(1,2/3),(2,11/6). Avstandet blir
V(=1 —=(=5/6))2+ (1 —2/3)2+ (2 — 11/6)2 = \/1/36 +1/9 + 1/36 = 1/6/36 = 1/V/6.

3. (a)
218 1 SR —2 3
det =(-1)-det | =2 3 1 | =(=1)-1-det
010 0 IR ~1 0
-1 2 0 -2

= ((=2)-0—(~1)-3) = —3.

(b) B uppstar genom att byta de foérsta tva kolonner i A. Det betyder att det B = —det A = 3.
C ar A dér den forsta kolonnen har tredubblats. Det betyder att det C' = 3det A = —9.

(¢) Volymen ges av absolutbeloppet av

2 2 -1 1 1
det | O 1 —1 | =2det { 1 0 } = —2.
0 -1 0

Volymen #r alltsa 2.

4. (a) Vi maste forst beriikna T pa standardbasvektorerna. Genom att invertera matrisen har vi

3 0 0|1 0 O 10 0|1/3 00 10 0|1/3 0 0
0 1 3 0 ]. 0 ~ I—)%I 0 ]. 3 0 ]. 0 ~ IH—)%IH 0 ]. 0 0 1/2 1/6
0 -1 3|0 0 1 Hi-»I+11 | 0 0 6] 0 1 1 Im-m-3ur [ 0 0 11 0 1/6 1/6

Standardbasvektorerna kan alltsa skrivas som

3 0 0 0 0
1 1 1 1 1
e]_:g 0 s 8225 1 +6 3 s 33:_5 1 +6 3
0 = 3 -1 3
Det betyder att
1 [ 3 2/3 i
T(el) = §T 0 = —1/3 R
L0 ~1/3 |
[0 1 0 1 0 1 -2 —1/3
i -1 3 -1 1 —1/3
0 1 0 1 0 1 -2 —1/3
T(eg)—ffT -1 +6T 3 :i 1 Jrg 1 = —1/3
-1 3 -1 1 2/3



Standardmatrisen ar alltsa

2/3 —1/3 —1/3
A= (T(er),T(es), Tles)) = | ~1/3  2/3 —1/3
~1/3 —1/3  2/3

(b) Vi har
2/3—A -1/3 -1/3 9 3 03 N2 /9
det| —1/3 2/3-X  —1/3 :(3_A> _2<3> _3<3) (3_A>
~1/3  —1/3 2/3-)
8 e e 2 2]
27 3’\+2A A 27 973

= A+222 - =)0\ -1)2%

Egenvirdena ir alltsa 0 (en gang)och 1 (tva ganger). For att hitta egenvektorn till A = 0 réknar vi

2/3 —-1/3 -1/3 -1 -1 2 -1 -1 2
A—-0I= 71/3 2/3 71/3 ~ oI -1 2 -1 ~ IS TI—1 0 3 -3
—1/3 —-1/3  2/3 | 23 [ 2 -1 -1 ] "W 3 3
13111
-1 0 1
~ -in 0 1 —17,
11114311 0 0 0
I—I+I1
1
egenvektorn dr alltsa vi = | 1 |. Egenvektorerna till A — 1 &r losningarna till A — I = 0, dér
1

-1/3 —1/3 -1/3 11 1
A-T1=|-1/3 —1/3 -1/3 |~ |0 0 0 |,
~1/3 —1/3 -1/3 00 0

1 1
alltsa vo = | —1 | och vz = 0
0 -1

Eftersom matrisen A dr symmetrisk sa éir egenrummen ortogonala. (Man kan ocksa kolla att vy -vy =
0 = v1 - v3). Avbildningen beskriver den ortogonala projektionen pa planet = +y + z = 0.



5.

Del 2: Overbetygsdelen

(a)

(c)

Vi kollar vad som hinder pa standardbasvektorerna:

p1(—1) 1 p2(—1) -1 p3(—1) 1
Tp)=1| mO) | =] 1], Tp)=| p20) | = 0, T(ps)=| p3(0) | =10
Pl(l) 1 pz(l) 1 p3(1) 1

Genom ‘6versittningen’ har vi M(e1) = T(p1), M(e2) = T'(p2), M(e3) = T(p3), avbildningsmatrisen
blir alltsa

1 -1 1
A=|1 0 0
1 11
1 -1 1|1 0 0 1 0 0/0 1 0 1 00/0 1 0
1 0 0/0 1 0|~ ron 0 -1 11 =1 0 | ~momgu |0 1 1[0 —1 1
1110011333;51011041 00 21 -2 1
100 1 0
™~ - 3111 0 1.0 —1/2 0 1/2
nern-m | 00 1| 1/2 -1 1/2

Matrisen A dr en basbytematris som avbilder ett polynoms koefficientvektor pa dess virdevektorn
(p(—=1),p(0),p(1)). Vi berdknar polynomet med virdena p(—1) = 1,p(0) = —1,p(1) = 0 genom att
beridkna

1 0 1 0 1 ~1
AY | -1 | =] -1/2 0 1/2 -1 = -1/2
0 /2 -1 1/2 0 3/2

Polynomet é#r alltsi p(z) = —1 — 1/2z + 3/222.
Eftersom basbytematriser #r entydiga, sa avbilder A~! virdevektorer entydigt pa koordinatvektorer
till polynom.

Sant: Ekvationssystemets losningar har formen xy, + X dir X, dr en partikulér 16sning till systemet
Ax = b och x¢ &r en 16sning till det homogena systemet Ax = 0. Enligt dimensionssatsen har vi att
dimNul A = n — dim Col A, men eftersom dim Col A < m < n sa har vi dim Nul A > 0. Foljaktigen
finns det oéindligt manga val for den homogena 16sningen. Dérfor finns det oéntligt manga losningar
sa snart det finns nagra losningar alls.

Falskt: Om A &r en 3 x 2 matris, till exempel A = , da dr Nul A = {0}, men kolonnrummet

O O =
o = O

ir span{e;, ey} # R3.

Falskt: Ta t.ex. A = é 8 och A = 8 (1) }, da #r A+ B = I, och dirfor det(A + B) = 1. A
annan sidan har vi tydligen det A = 0 = det B.

Om A #r diagonaliserbar s& finns det en basbytematris P s& att A = PDP~!, dir D #r en diagonal-
matris med egenvirdena Ay, ..., A\, pa diagonalen. Om vi tar determinanten blir det

det A = det(PDP~') = det Pdet D det P~* = det P det D(det P)~' = det D,

d#r vi utnyttjade att det(P~1) = 1/det P. Men D &r en diagonalmatris som har det D = A1,..., \,.

Ortonormalmatriser uppfyller AT = A~!. Om vi da tar determinanten ser vi att
det A = det(AT) = det(A™') = 1/det A.

D4 far vi ekvationen det A = 1/ det A, vilket ir likvirdigt med (det A)% = 1. Men denna ekvation dr
uppfylld bara for det A =1 eller det A = —1.



