MVE290 - Fouriermetoder, TM 2009/10
Inlidmningsuppgifter i distributionsteori

1. Lat u vara en distribution pa R.
(a) Om u' = 0, visa att u &r en konstant funktion.
Ledning: Vilka testfunktioner dr derivatan av nagon test-
funktion?
(b) Anta att u i distributionsmening uppfyller differentialek-
vationen Z;ﬁ:o a;ut) = 0, dir koefficienterna a; ir reella eller
komplexa tal och a,, # 0. Visa att u dr en funktion som l6ser
ekvationen i vanlig mening.
Ledning: Jamfor med hur man l6ser ekvationen i vanlig mening.
Man kan borja med fallet m = 1.
(c) Visa att ekvationen Y 7" aju/ = f har distributionslds-

ningar for varje distribution f.

2. a) Ovning 9.2.7 i Folland.
b) Ovning 9.2.10 i Folland.
¢) Bestdm « si att distributionen xyo,./r® har ett svagt
gransvarde da r — 0, 1 1, 2 och n dimensioner. Vad blir
gransvirdet? Samma sak for xy290,/r® 1 tva dimensioner.
Har &r o, ytmattet pa sfiren |z| = r, som i dimension 1
tolkas som 0(z — 1) + 0(z + 7).

3. Ovning 9.3.1 i Folland.



. a) Ovning 9.3.4a i Folland.
b) Ovning 9.3.5 i Folland.
c¢) Visa att man kan bestimma c(e) sa att

2|
x? 4 €2

c(e)o

konvergerar svagt mot en distribution d& ¢ — 0%. (Vilken &r
denna distribution?)

Ledning: Dela upp [ ¢(z)|z|/(2* + €*) dz i integraler 6ver
|z| < 1 och |x| > 1 och subtrahera ¢(0) fran ¢(z) i den
forsta integralen.

. a) Ovning 9.3.14 i Folland.

b) Verifiera dessutom att 9.3.14b ocksé gar att losa med
formeln (9.20). Gor ocksd variabeltransformationen y = 22
1 integralen 1 9.3.14a och jamfor med 9.3.14c; observera att
denna helt inkorrekta och omotiverade manover faktiskt ger

ratt resultat.
¢) Ovning 9.3.9 i Folland i fallet k = 1.

. a) Ovning 9.4.5 i Folland.
b) Bestdam losningen till Schrodingerekvationen i 9.4.5¢ da
n=1och f(z) =e ",

. Ovningarna 9.4.9,10,11 i Folland.
. Ovningarna 9.4.12,13 i Folland.
. Ovningarna 9.5.3,4,5 i Folland.



10.

11.

12.

Bestidm de svaga grinsvirdena av foljande distributioner pa
R, dar z ar variabeln och t — oo:

a) t*xcostx b) t*|z|costx

sintx
c)

Ledning: Partialintegration. I ¢) kan man borja med att ta
en testfunktion som ar konstant i en omgivning av 0. Fran

d) te"log|z|.

X

en godtycklig testfunktion subtraherar man sen en lamplig
sadan funktion.

a) Lat u vara karakteristiska funktionen for enhetskivan i R?.
Bestdm x0u/0x + you/dy.

b) Bestim Au da u = e%*/|z] i R? och a € C.

Ledning: Greens formel.

¢) Bestim Au da u = sin|z|/|z| i R>.

a) Bestdm en faltningsinvers till karakteristiska funktionen
for intervallet [0, a] pa R, betecknad f,. Hér &r a > 0.
Ledning: For Heavisidefunktionen géller H * §' = 0§, s att
fo=H*d*fo=Hxfl =Hx(d—0,), dir §, becetcknar
distributionenen 6(z — a). Invertera varje faktor i det sista
uttrycket har; forsck med en geometrisk serieutveckling for
den andra faktorn.

b) Los ekvationerna f, x u = f;, ddr b > 0, och f, * u = €”.



13.

14.

a) Visa foljande:

Lemma. Om ¢ € C§°(R) och ¢(0) = 0, sa tillhor ¢(z)/z
ocksa Cg°.

Ledning: Man kan antingen skriva ¢ som integralen av sin
derivata fran 0 till z och transformera till en integral over
0, 1], eller anvénda Fouriertransformer.

b) Bestdm alla distributioner v p&4 R som uppfyller zu = 0.
Ledning: Fixera en testfunktion ¢y med ¢o(0) = 1. Frén en
given testfunktion kan man sen subtrahera en lamplig multi-
pel av ¢, for att kunna anvinda lemmat.

c) Los ekvationen zu = f, dér f = § eller f = 50 for
j=1,2,..., t ex med hjilp av Fouriertransformer.

Definiera distributionen X;l, aven kallad F.P. X;l, som
derivatan av H(z)logx, sasom i 6vning 9.3.12 i Folland.
a) Visa att for varje testfunktion ¢

/¢ d+/¢d:c

b) Visa att X;l ocksa kan fas som det svaga gransvirdet av
Xt —¢(e)dy da e — 0%, om c(e) bestims limpligt.
¢) Vad blir produkten X, '? Vad kan man hirav siga om

Fouriertransformen av X *? (Jimfor 6vning 9.4.10.)

d) (Frivilligt) Anviind b) och 6vning 9.4.12 f6r att bestimma
Fouriertransformen av X .



15. Den 27-periodiska funktionen cot 5 definierar en 27-periodisk
distribution v om man tar dess principalviarde vid singulari-
teterna, alltsa i punkterna 27n, n € Z. Om ¢ &r en testfunk-
tion, innebar detta att

X
ul@] = lim cot — ¢(x) dx.
[ ] e—0* |x—27mn|>eVn 2 ( )

Utveckla u 1 Fourierserie.
Ledning: Hitta en primitiv distribution (funktion) till u och
sok dess Fourierutveckling i tabell.

16. a) Lat z vara ett komplext tal med positiv imaginédrdel. Bestdm
Fouriertransformen av funktionen

fo(z) = (2% = 257, r € R.

b) Ovning 9.4.15 i Folland.
¢) Anvind 6vningen i b) for att berdkna den periodiska dis-
tributionen ), f.(z 4+ n) och utveckla den i Fourierserie.



