MVE290 - Fouriermetoder, TM2 2010/11
Inlimningsuppgifter i distributionsteori

[ vissa uppgifter anvinds begreppet karakteristiska funktionen for
en mingd E. Det betyder den funktion y g som ges av att xg(x)
ar 1 om x € E, annars 0. Salunda dr Heavisidefunktionen H (x)
den karakteristiska funktionen for positiva halvaxeln.

Observera tryckfelen pa sidorna 333 och 334 i Follands bok:
alla f i formlerna skall vara F'.

1. (a) Lat xa, xB och x¢ beteckna de karakteristiska funktio-
nerna for nedanstaende mingder i R? och betrakta dem som
distributioner i planet. Bestam distributionsderivatorna

dOxa/0x1,  Oxp/Or1 och  Ixc/0r

samt andraderivatorna 92y 4/0x10x9 och 0*xp/0x10x,.
Har ar

A={(x1,29) : 11 <0, zy < 0}

B = {(3}1,262) 1+ e < 0}

C = {(x1,29) : 23 + 23 < 1}.

(b) Efter en enkel variabeltransformation kan vagekvationen
i planet skrivas 0*u/0x10xs. Det dr enkelt och vilkint att
den allménna 16sningen till denna ekvation ar wu(xy,x) =
f(x1) + g(x2), dér f och g &r godtyckliga deriverbara funk-
tioner. Men i distributionsmening finns ytterligare 16sningar:
En distribution v i planet siges vara oberoende av x5 om den
ges av en distribution v; pa R genom att for varje testfunk-
tion ¢ i planet

old] = vy [ / o(z1, ) dxg} |
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Héar menar vi att vy far verka pa den 1-dimensionella testfunk-
tionen xy +— f¢(5€1, T9) dxy. Visa att en sddan distribution
satisfierar ekvationen 82u/ Ox10xs. | detta resonemang kan
man forstas lata x; och xo byta roller, och i sjalva verket
ges den allménna distributionslosningen av en summa av tva
funktioner som &r oberoende av xy resp. o (detta behover
ej visas).

. Anta ¢ > 0. Om ¢ ar en lamplig funktion pa R, definierar
g(x — ct) en funktion och ddrmed en distribution u i x, t-
planet. For en godtycklig testfunktion ¢ ar da

ul¢] = //g(:c — ct)o(x,t) dzdt.

(a) Gor variabelbytet y = x —ct, z = x+ct i denna integral,
och skriv det erhallna uttrycket som en itererad integral dar
man forst (innerst) integrerar i z.

(b) Anta nu bara att g &r en distribution pa R. Ange hur
den itererade integralen fran (a) pa ett naturligt sitt leder
till en definition av en tvadimensionell distribution g(x — ct),
aven kallad wu.

(¢) Om g &r en funktion som i (a) och dessutom deriverbar,
uppfyller g(x — ct) trivialt vagekvationen wus — c*uy,. Visa
att ocksa distributionen w i (b) uppfyller vagekvationen.
Ledning: Verifiera forst att det for en godtycklig testfunktion
giller att visa att u[gy —c? @y, ir noll. Detta uttryck stoppas
in 1 definitionen av u i (b). Anvénd sen kedjeregeln for att
skriva om ¢y — c?¢,, som derivator med avseende pa y och
z. Hérled dérav det onskade resultatet.

. (a) Lat ¢ vara en testfunktion pa R. Man vill avgora nir ¢
ar derivatan av nagon testfunktion 1, pa féljande satt.
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Anta forst att ¢ = @' for en testfunktion . D& &r ¢ en
primitiv funktion till ¢ och ges av ¢(z) = [*_¢(t)dt + C.
Visa att konstanten C' maste vara 0 och att [°°_¢(t) dt = 0.
Visa sen omvént att om [~ ¢(t) dt = 0 s& r ¢ derivatan av
en testfunktion.

(b) Anvéind (a) for att visa att om en distribution u pa R
uppfyller ' = 0, s ar u en konstant funktion, dvs. u ges av
ulp] = [ k¢(x) dx for nidgon konstant k.

Ledning: Enligt definitionen av distributionsderivata innebar
u = 0 att u(y)') = 0 for alla testfunktioner . Fixera en
testfunktion ¢g med [ ¢o(t) dt =1 och visa med hjilp av (a)
att varje ¢ kan skrivas ¢ = c¢y+ ' for ndgon konstant ¢ och
nagon testfunktion ¥. Vad blir ¢? Tag nu u av bada leden i
denna likhet.

4. (a) Funktionen Fgp(r) = Rsin Rx far stora virden da R —
00, och konvergerar inte punktvis. Visa att Fr(z), betraktad
som distribution, &nda konvergerar svagt mot nagon distri-
bution da R — oo. Detta ér en effekt av sinusfunktionens
svingningar. Vilken &r gransdistributionen?

Ledning: Partialintegrationer.

(b) Samma uppgift {6r H(z)Rsin Rx, dir H &r Heaviside-
funktionen.

- sin R
(c) Samma problem for *=2.

Ledning: Partialintegrera genom att ta en primitiv funk-
tion till sin Rz /x och derivera testfunktionen. Utnyttja att
fOMsint/tdt — /2 dd M — oo.

5. (a) Betrakta for » > 0 distributionen u, pa R definierad av

wlol == [ (6a) - ol0)



dar ¢ ar en testfunktion. Visa att u, har ett svagt gransvirde
u da r — 0, och att distributionen u ges av att u[¢] &r en
multipel av ¢”(0). Vilken multipel far man?

Ledning: Taylorutveckla.

(b) Gor motsvarande i planet, med

wlol =~ [ (0la) = 6(0.0)) dady.

Visa att man som grénsvirde hér far en multipel (vilken?)
av Laplaceoperatorn, A¢(0).
(¢) Hur ser detta ut i n dimensioner?

calzl ..

en distribution i R?, och u har kontinuerliga derivator utom
i origo. Bestam distributionen Auwu.

6. (a) Lat a vara ett komplext tal. Funktionen u(x) =

Ledning: Man kan anvinda Greens formel, lampligen i ett
omrade av typ {e < |z| < R} med ett litet € och ett stort R.
(b) Bestim analogt Au da v = =2 | R3,

||

7. (a) Den lokalt integrerbara funktionen Fy(r) = 2, dir s >
0, konvergerar da s — 0 punktvis mot 1/x, som inte &r integ-
rerbar néra origo. Funktionen 1/x gors till en distribution
kallad X ! eller P.V. 1/x genom att man tar principalvirdet
av en integral. Se sidan 324 i Folland, speciellt formel (9.17).
Visa att F§, betraktad som distribution, konvergerar svagt
mot X1 da s — 0.

Ledning: Se ledningen till Follands 6vning 9.3.4(a).

(b) Rita graferna av F och dess derivata F. for ett litet viirde
pa s. Vad liknar derivatans graf?

(¢) Anviind (a) for att beriikna produkten zX 1.

8. (a) Bestim Fouriertransformen av distributionen X1 (se
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Folland, sidan 324) genom att utnyttja att den enligt del (a)
av foregaende uppgift ar svaga gransviardet av Fouriertrans-
formen av Fi(z) = -~ di s — 0. For att bestimma F,
observerar man att effekten av faktorn x ar en derivering pa
Fouriersidan.

(b) Anvind resultatet for att bestamma Fouriertransformen
av Heavisidefunktionen H(zx).

. (a) Gor Follands 6vning 9.3.6, dvs. visa att distributionsderiva-
tan av In |z| ir den distribution X ! = P.V. 1/2 som definieras
pa sidan 324 i Folland.

Ledning: I den integral som uppstar da %ln |z| verkar pa
en testfunktion kan man partialintegrera i intervallen (g, 00)
och (—oo, —¢). Lat sen ¢ — 0.

(b) Beriikna dilationerna FI, dir a > 0 och F ir distribu-
tionen In |z| eller dess derivata. Se Folland, sidan 311 och
ovning 9.1.1. Ar nagon av dessa distributioner homogen av
nagot gradtal?

. Funktionen —2H (x)/+/x &r lokalt integrerbar dven vid 0 och
definierar darfor en distribution pa R. Dess punktvisa derivata
ir H(z)z™? for x # 0. Man vill bestdimma dess distribu-
tionsderivata, som pa sidan 327 i Folland betecknas Xj’/ 2
(specialfall av X*). Visa att denna distributionsderivata
ges av formeln i 6vning 9.3.9, i fallet A = 3/2, k = 1.
Ledning. Borja med att skriva ut detta specialfall av formeln
1 Follands 6vning. I integralen som uppstar da distributions-
derivatan av —2H (x)/y/x verkar pa en testfunktion ¢ kan
man partialintegrera, i intervallen (£,1) och (1,00). Som
primitiv funktion till ¢’ véljer man i det forstndmnda inter-
vallet inte ¢ utan ¢ — ¢(0). Sen far € — 0.



11.

12.

13.

For A > 1 #r funktionen 2~*H (z) inte integrabel vid origo.
Men den gors till en distribution X;)‘ genom Follands formler
(9.21-22), forutsatt att A inte dr heltal. Gor 6vning 9.4.12 i
Folland, dvs. bestim Fouriertransformen av X ;* for sadana
viarden pa .

Ledning: Enligt ledningen till Follands 6vning borjar man
med att ridkna ut Fouriertransformen i fallet 0 < A < 1, och
det gors ldmpligen med integration i komplexa planet.

For p > 0 definierar

wlo) = [0 ola) do

en distribution u, pd R. Da p — 0 har denna integral for
de flesta testfunktioner ¢ inget dndligt griansvérde; verifiera
detta med exempel. Darfor har distributionerna w, inget
svagt griansvirde da p — 0. Detta kan avhjilpas genom
multiplikation med en lamplig faktor. Bestdm en kvantitet
Q(p) sadan att Q(p)u,[¢] konvergerar da p — 0, for alla
testfunktioner ¢, och det mot ett viarde som inte alltid ar 0.
Detta betyder att ¢Q(u)w, konvergerar svagt da p — 0, mot
en distribution som inte ar nolldistributionen. Ange ocksa
vilken denna gransdistribution &r.

Ledning: For att gissa vad Q(p) skall vara, ersétt forst ¢(x)
1 integralen med karakteristiska funktionen for ett intervall
(0,a). Sen kan man verifiera konvergensen genom att dela
upp den givna integralen i integraler Gver (0,a) och (a,00)
och skriva ¢ som ¢(x) = (¢(z) — ¢(0)) + ¢(0) i den forsta
av dem. Detta ger tre integraler, som alla konvergerar da
w— 0.

(a) Visa foljande



14.

15.
16.

Lemma. Om ¢ € C3°(R) och ¢(0) = 0, sé tillhor ¢(z)/x
ocksa C§°(R).

Ledning: Antingen skriver man ¢ som integralen av sin derivata
fran 0 till x och transformerar till en integral 6ver [0, 1]. Eller
ocksa observerar man att Fouriertransformen gg har integral
0, sa att ¢E har en primitiv funktion i Schwartzklassen & och
alltsa ér derivatan av en funktion i S.

(b) Bestéam alla distributioner u pa R som uppfyller zu = 0.
Ledning: Verifiera forst att xu = 0 innebér att u[zy] = 0 for
alla testfunktioner ¢. Fixera dérefter en testfunktion ¢y med
¢0(0) = 1. Fran en given testfunktion kan man subtrahera
en multipel av ¢ for att kunna anvinda lemmat.

(a) Gor 6vning 9.4.15 i Folland, som innebér en enkel genera-
lisering av Poissons summationsformel.

(b) Anvéind (a) for att berékna

) =3 —— v ER,

2 _ 2
neZ(ern) w

dar w ar ett komplext tal med positiv imaginardel. Da be-
héver man bestamma Fouriertransformen av funktionen h(z) =
(22 —w?)L, vilket kan goras t.ex. med integration i komplexa
planet. Resultatet blir en serie som ar Fourierserien for den
1-periodiska funktionen f. Summera ocksa denna serie.

Ovning 9.5.3 i Folland.

Ovning 9.3.1 i Folland. Observera tryckfelen: i definitionen
av x(z) (den forsta formeln i 6vningen) skall (1 —¢) i expo-
nenterna i bada integralerna vara (2r — t). Substitutionen
som namns i del a skall vara s = 27 —¢.

Ledning till del ¢: Tillimpa forst formeln i del b pa f(z) =
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17.

e’ Utga sen fran kvantiteten F[x(x)e "] och ersiitt F med
dess Fourierserie.

Den 27-periodiska funktionen cot 5 definierar en 27-periodisk
distribution © om man tar dess principalviarde vid singulari-
teterna, alltsa vid punkterna 27n, n € Z. For en testfunk-
tion ¢ innebér detta att

u[¢] = lim cot = o(x) dx.
e—0F |z—2mn|>e, n€Z 2

(a) Verifiera att detta griansvirde existerar for varje testfunk-
tion ¢, sa att man far en distribution.
Ledning: Utnyttja vid punkten 0 att cotangensfunktionen
ar udda, genom att subtrahera ¢(0) fran ¢ i t.ex. interval-
let [—1,1]. Jamfor med definitionen av P.V. 1/z i Folland,
sidan 324. Motsvarande i andra punkter 27mn.
(b) Enligt Theorem 9.6 pa sidan 322 i Folland kan varje pe-
riodisk distribution utvecklas i Fourierserie. Bestam utveck-
lingen av u.
Ledning: Visa att u ar distributionsderivatan av funktionen
21In | sin §|, vars Fourierserie finns i tabell. Derivera termvis.



