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Matematiska vetenskaper

Ordinara differentialekvationer

Vi skall se pa begynnelsevirdesproblem for forsta ordningens differentialekvation

u = f(t,u), a <t <b
u(a) = uq
déar f en given funktion och u, en given konstant.
Som exempel tar vi problemet
uw = —u(t) + sin(t) + cos(t), 0 <t <4
u(0) = ug
med analytisk (exakt) losning u(t) = sin(t) + uge™".

I den vénstra figuren nedan har vi ritat riktningsfiltet och i den hogra losningskurvorna for nagra
olika varden pa wug. Vi ser hur l6sningskurvorna foljer riktningsfiltet.
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Metoder for att berdkna numeriska (approximativa) losningar till differentialekvationer bygger pa
idén att forsoka folja riktningsfialtet sa noggrannt och effektivt som mojligt.

Vi skall approximera l6sningen u(t) till differentialekvationen pa ett nét ¢, = a + nh for n =
0,1,---, N, med steglingden h = I’_T“

Later vi u,, beteckna approximationen av u(t,) och ersétter u'(¢,) med en differenskvot sa giller

u(tni1) — ultn)
h

U(tns1) = ulty) + hf(te, u(ty))

~~ u/(tn) = f(tnu U@ﬂ)) =



Detta ger Eulers metod
Up+1 = Up + hf(tn7 un)

Utgaende fran begynnelsevirdet forsoker metoden folja riktningsfiltet med korta steg.

Eget program i MATLAB

Vi skall nu beskriva hur man kan berdkna en numerisk 16sning till begynnelsevirdesproblemet

u = f(t,u), a<t<b
u(a) = u,

Vi bildar forst ett ndt med nodpunkterna ¢t,, = a+nh, n=0,1,---, N, och steglangden h = I’_T“
Detta ger en uppdelning av intervallet a <t < b i N stycken lika langa delintervall

a=ty <t <ty < - <t, <ty < - <ty 1<itny=0
Vi berdknar sedan en approximativ 16sning enligt

U(to) = Ugq
U(tnir) = U(tn) + hf(tn, U(tn)).

Genom att forbinda punkterna (¢, U(t,)) med rita linjer far vi en graf och funktionen U(t) blir
definierad ocksa mellan berdkningsnoderna t,,.

I MATLAB maste U(t,) representeras av en vektor U med N komponenter. Med andra ord, U(n)
skall innehalla approximationen av u(t,) for berdkningsnoden (tidpunkten) ¢,.

Vi ser pa vart inledande exempel och tar u(0) = 1. Sa hér enkel blir MATLAB-koden

>> f=@(t,u)-u+sin(t)+cos(t);
>> a=0; b=4; ua=1;
>> N=10; h=(b-a)/N;
>> t=a+(0:N)*h; U=zeros(size(t));
>> U(1)=ua;
>> for n=1:N
U(n+1)=U(n)+h*f(t(n) ,U(n));
end
>> plot(t,U)

Uppgift 1. Los foljande differentialekvation med begynnelsevillkor

u’ = cos(3t) — sin(bt)u, 0 <t <15
u(0) =2

med Eulers metod. Tag h = 0.1, h = 0.01 och A = 0.001 som steglangder. Rita grafer av de olika
losningarna (med olika férger).

Uppgift 2. Skriv en function med namnet min_ode och anropet [t,U]l=min_ode(f,I,ua,h) som
l6ser begynnelsevirdesproblem. Du skall anvinda programskalet min_ode.m pa kurshemsidan.



Uppgift 3. Testa din funktion pa foljande begynnelsevirdesproblem. Los forst problemen ana-
lytiskt (dvs. som en formel med penna och papper). Plotta bade den analytiska 16sningen u och
den approximativa 16sningen U i samma figur. Tag h = 0.1 och h = 0.001 som stegléngder.

(®). {u’(t):tz,te[l,?)], ). {u’(t):i(t),tE[O,Q],

u(l) = 1. u(0) =
u'(t) = —tu(t), t €10,3], u'(t) = =bu(t), t € [0,1],
(©)- { u(0) = 1. (). { u(0) = 2

Fardiga program i MATLAB

Det finns firdiga funktioner i MATLAB for att 16sa differentialekvationer. En sadan funktion &r
ode45. Med ode45 kan vi berdkna en l6sning till vart inledande exempel for t.ex. u(0) = 1 enligt

>> [t,ul=0de45(0(t,u) (-utsin(t)+cos(t)),[0 4],1);
>> plot(t,u)

Uppgift 4. Los begynnelsevirdesproblemet i uppgift 1 med ode45. Rita upp losningskurvan och
rita &ven upp, i samma bild, l6sningskurvorna beréiknade med Eulers metod.

System av differentialekvationer

Som exempel pa ett system av ekvationer tar vi Volterra-Lotka-ekvationerna som beskriver en
population av bytesdjur (kaniner) som lever tillsammans med en population rovdjur (rdavar). Vi
sag pa dessa ekvationer redan i kursen i matematisk analys. Om vi later u;(t) respektive us(t)
beteckna antalet kaniner respektive ravar vid tiden ¢ sa ger foljande enkla matematisk modell
populationernas utveckling

uy(t) = auy(t) — buy(t) us(t)
uy(t) = —cug(t) + dui(t) us(t)

Koefficienterna a, b, ¢, d ar positiva. Termen au;(t) representerar netto-fodelse-dodstalet i en en-
sam kaninpopulation. Termen —cus(t) &r motsvarande for ravarna. Termen —bwu, (t) us(t) ar an-
talet kaniner som blir uppétna per tidsenhet. Termen duq(t) uo(t) dr antalet ravar per tidsenhet
som Overlever pa grund av tillgang pa foda.

Var differentialekvation har formen

u(0) = ug

{ u' = f(t,u)

dér
|wm | auy —buyug w1 (0)
w= |:U2} ’ f(t,ll,) N |: —CU2+dU1UQ :| ) o= |ji2(0)
Detta ar precis samma typ vi borjade med, fast nu har vi vektorer. Metoderna vi sag pa da
fungerar lika bra nu.

Vi beskriver hogerledet i differentialekvationen med en funktion



function f=volterra(t,u)

a=0.5; b=0.3; c¢=0.2; d=0.1;

f=[ a*xu(1)-b*u(l)*u(2)
—c*xu(2)+d*u(1)*u(2)];

Vi l6ser sedan med funktionen ode45 och ritar upp enligt

>> u0=[0.5;0.3];
>> [t,U]=o0de45(@volterra, [0 80],u0);

>> figure(1), clf

>> plot(t,U(:,1),t,U(:,2),’r--")

>> legend(’Bytesdjur’,’Rovdjur’)

>> xlabel(’Tiden’), ylabel(’Population’)
>> title(’Volterra-Lotka’)

Volterra-Lotka

Bytesdjur
— — — Rovdjur

Population

Uppgift 5. Los Volterra-Lotka-ckvationerna med ode45. Andra koefficienterna till @ = 0.5, b =
0.3, c=0.2, d = 0.05.

Ho6gre ordningens differentialekvationer

Hogre ordningens differentialekvationer kan skrivas om som system av forsta ordningen. Dessa
system kan sedan l6sas numeriskt.

Som exempel tar vi den matematiska pendeln. En masspunkt med massan m hénger i en viktlos
smal stav av ldngden /.

mg



Med beteckningarna i figuren och Newtons andra lag far vi rorelseekvationen
mlO(t) = —mgsin(A(t))

Vi vill bestdimma l6sningen fér olika begynnelseutslag g, dvs. 6(0) = 6, da vi slipper pendeln
fran vila, dvs. #(0) = 0.

Om vi later ¢ = 6, dvs. infér vinkelhastigheten, kan ekvationen skrivas

b= 25in(6), ¢(0) =0

For att komma till standardform later vi u; = 6 och uy = ¢ och far

u’l = U2, ul(O) = 90
uy = —9sin(uy), uz(0) =0

Nu har vi standardformen
u' = f(t,u) |l w ] g | 6
{u(O):uo ’“—{UJ’ f(t’u)_[—%sin(ul)}’uo_[O}

Vi beskriver differentialekvationen i MATLAB med funktionen

function f=pendel(t,u,g,l)
f=[u(2)
-g/1*sin(u(1))];

Foljer 16sningskurvorna med ode45 fér nagra olika begynnelseutslag och ritar en bild som visar
l6sningarna ¢ — (t,0(t)) och fasportratten ¢ — (6(t),0(t)) for de olika begynnelseutslagen.

g=9.81; 1=0.1; theta0=[30:20:110]*pi/180;
tspan=linspace(0,1,200);

for k=1:length(thetal)
u0=[thetaO(k);0];
[t,Ul=ode45(@(t,u)pendel(t,u,g,l),tspan,ul);
subplot(1,2,1), plot(t,U(:,1)), hold on
subplot(1,2,2), plot(U(:,1),U(:,2)), hold on
end

subplot(1,2,1), hold off

xlabel (’$t$’, ’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)

ylabel (’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12),
subplot(1,2,2), hold off

xlabel (’$\theta(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)
ylabel (’$\dot{\theta}(t)$’,’interpreter’,’latex’,’fontsize’,12)
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Fran figuren ser vi att periodldngden ¢kar med 6kande begynnelseutslag.
Uppgift 6. En dimpad matematisk pendel beskrivs av

mlO(t) = —mgsin(0(t)) — clO(t), t>0
{ 0(0) =6y, 6(0)=0

dér ¢ dr dampningskonstanten. Los problemet for £ = 0.1, m = 0.1 och ¢ = 0.2 och nagra olika
begynnelseutslagsvinklar. Anvind ode45.

Nér vi gjorde figuren ovan i MATLAB skrev vi formlerna med s.k. fTEX-kod. Sa brukar matema-
tiker skriva formler for att de skall bli snygga. Men vi far vi se det som &verkurs.



