
Sats: Givet en likformig indelning av intervallet a ≤ x ≤ b:

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

med delintervallbredd h = xi − xi−1 =
b−a

n
.

För vänster rektangelregel

Ln =

n
∑

i=1

f(xi−1) h

gäller att
∫

b

a

f(x) dx = Ln +
b− a

2
f ′(ζ) h, där a ≤ ζ ≤ b.

Bevis: Taylorutveckling runt x = xi−1 ger

f(x) = f(xi−1) + f ′(ξi)(x− xi−1)

Integration ger

∫

xi

xi−1

f(x) dx = f(xi−1) h+

∫

xi

xi−1

f ′(ξi)(x− xi−1) dx = 1

= f(xi−1) h+ f ′(ζi)

∫

xi

xi−1

(x− xi−1) dx = f(xi−1) h+
f ′(ζi)

2
h2

där xi−1 ≤ ζi ≤ xi.

Här utnyttjade vi att
∫

xi

xi−1

(x− xi−1) dx = 1

2
(xi − xi−1)

2 = 1

2
h2.

Vi f̊ar följande

∫

b

a

f(x) dx =
n
∑

i=1

∫

xi

xi−1

f(x) dx =
n
∑

i=1

f(xi−1) h+
n
∑

i=1

f ′(ζi)

2
h2 =

= Ln +
b− a

2

(

1

n

n
∑

i=1

f ′(ζi)

)

h = Ln +
b− a

2
f ′(ζ) h, a ≤ ζ ≤ b.

1Integralkalkylens generaliserade medelvärdessats:
∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ζ)

∫ b

a
g(x) dx

med a ≤ ζ ≤ b, om f är kontinuerlig och g inte växlar samt är styckvis kontinuerlig.
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Sats: Givet en likformig indelning av intervallet a ≤ x ≤ b:

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

med delintervallbredd h = xi − xi−1 =
b−a

n
.

För mittpunktsmetoden

Mn =

n
∑

i=1

f(mi) h, mi =
xi−1 + xi

2

gäller att

∫

b

a

f(x) dx = Mn +
b− a

24
f ′′(ζ) h2, där a ≤ ζ ≤ b.

Bevis: Taylorutveckling runt x = mi ger

f(x) = f(mi) + f ′(mi)(x−mi) +
f ′′(ξi)

2
(x−mi)

2

Integration ger

∫

xi

xi−1

f(x) dx = f(mi) h+ f ′(mi)

∫

xi

xi−1

(x−mi) dx+

∫

xi

xi−1

f ′′(ξi)

2
(x−mi)

2 dx =

= f(mi) h+ f ′(mi)

∫

xi

xi−1

(x−mi) dx+
f ′′(ζi)

2

∫

xi

xi−1

(x−mi)
2 dx

där xi−1 ≤ ζi ≤ xi.

Nu gäller att
∫

xi

xi−1

(x−mi) dx = 0 och
∫

xi

xi−1

(x−mi)
2 dx = 1

4
·
1

3
h3 s̊a vi har

∫

b

a

f(x) dx =

n
∑

i=1

∫

xi

xi−1

f(x) dx =

n
∑

i=1

f(mi) h+

n
∑

i=1

f ′′(ζi)

24
h3 =

= Mn +
b− a

24
f ′′(ζ) h2, a ≤ ζ ≤ b.
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