Taylorutveckling

Vi skall lokalt runt en punkt a approximera en funktion f(z) med ett polynom p(z).
Ett naturligt 6nskemal ar att p(a) = f(a), p'(a) = f'(a), p"(a) = f"(a), - -

Forst tar vi foljande polynom av grad n =0

vilket &r en horisontell rit linje genom punkten (a, f(a)).

Villkoret p(a) = f(a) ar uppfyllt, dvs. vi beskriver nivan for grafen till f(z) i z = a.
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Sedan tar vi féljande polynom av grad n = 1

pi(x) = fla) + f'(a)(z — a)
vilket &r tangenten till f i punkten (a, f(a)).
Nu ar dven p'(a) = f'(a) uppfyllt, dvs. vi far med lutningen hos grafen till f(z) i xz = a.
Darefter tar vi foljande polynom av grad n = 2

["(a)
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pa(x) = f(a) + f'(a)(z —a) + (z —a)’

Nu ar dessutom p”(a) = f”(a) uppfyllt, dvs. vi far med bdjningen hos grafen till f(z) i x = a.
Allmént far vi det s.k. Taylorpolynomet av grad n

f"(a)
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(x—a)+--+ .

pu(z) = f(a) + f(a)(z — a) +
som uppfyller villkoren

p(a) = f(a), '(a) = f'(a), p"(a) = f"(a), -, p"(a) = f(a).

Vad géller for f(z) — pn(x), dvs. hur noggrann ar approximationen?



Sats: Taylors formel. Om f(x) har n+ 1 kontinuerliga derivator i en omgivning av a sa géiller

fﬂ(a)(l’—a)Q—i-"'—l— f(n)(a)

21 n!

f(@) = fa) + f'(a)(z —a) +

(x —a)" + Ryi1(x)

dar
FrD(E)

(n+1)! "

Rn+1 (l‘) -

(x—a

med ¢ nagonstans mellan x och a.

Beuvis: Med t som integrationsvariabel har vi

/ ") de = (O = f@) - fla)

a +/xf’(t)dt

Vi partialintegrerar'. En primitiv funktion till 1 ir —(z — ).

/ L0 d = - 000+ o= 0f"(0) dt =

eller

= fa)(z—a) + / w01 (8) db
Vi har .
f(2) = f(a) + fa)a —a) + / ( — )£ (t) dt

N (z—t)2
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/:«@ 0t {_ (x ;t)Qf//@)} z . /;,; (:p;i't)Q F(t) dt =

a

_ f”2<'a’) (ZL‘ . a)Q + /aw (SL’ ;' t) f///(t) dt

Partialintegration igen. En primitiv funktion till (z — t) ar

Vi har

@) = 1@+ Fa)e -0+ L2 w - a2+ [ a

2!
Vi fortsitter partialintegrera och far

f(@) = fla) + f'(a)(z — a) +

f”< >(l‘ a)2+_‘_
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Jo (a) n =) (n+1)
-+ n' (ZL‘—(I) + i Tf (t) dt
Integralkalkylens generaliserade medelvirdessats? ger
@ =" T (x—1t)" (x —a)"™!
RS Hdt = fn+D) dt = fty M"Y
| S @ fere [E = e St
eftersom ﬂ inte vaxlar tecken pa intervallet [a, z] och funktionerna ar kontinuerliga.
1ffxgacdac—[ ()g(z fF
2 f f(x)g(x)dz = f(&) f; g(z dx om f &r kontmuerhg och g inte vixlar tecken samt #r styckvis kontinuerlig.



Speciellt galler for n = 0 att
f(@) = f(a) + f'(§)(z — a)

dvs. samma resultat som ges av differentialkalkylens medelvéardessats. For n = 1 galler att
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L (w—ay

flx) = f(a) + f(a)(x — a) +

vilket &r en linjarisering, dvs. vi har en linjar modell av funktionen (funktionen approximeras av
sin tangent). Vidare géller for n = 2 att

f"(a)
2

(o —a)

(x —a)® +

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) +

vilket ar en kvadratisk modell av funktionen.

Resttermen i Taylors formel
F(E) n
(n+1)! (2 = ay™

kallas Lagranges restterm och ger en exakt beskrivning av felet.

Ry (:L’) =

Ofta behover man inte denna exakta restterm utan néjer sig med foljande enklare variant av
Taylors formel

" (n
dar h=z — a.

Har kallas O for stort ordo och med O(h™*!) avser man termer som gar mot noll lika fort som
h"tt da h — 0, dvs. da = — a.



I beviset av Taylors formel anvénder vi partialintegration och integralkalkylens generaliserade
medelvardessats.

Formeln for partialintegration

/ f(2)g(x) dz = [F(2)g(2)]} — / F(2)d(z) da

far vi genom att derivera en produkt av tva funktioner u(x) och v(zx), som vi sedan integrerar.
Vi har (uv)’ = w/v + wv' och integration fran a till b ger [uv]® = fab wvdr + fab wv' dx eller
ff uw'vdr = [uv]? — f: uwv' dr. Lat nuu = F och v = g.

Sats: Integralkalkylens medelvirdessats. Om f(x) ar kontinuerlig pa a < x < b sa géller

/ f(2)dr = £(€)(b—a)

med a < & < b.

Bevis: Lat m = min,<,<p f(x) och M = max,<,<p f(z). Vi har m < f(z) < M och dédrmed

m(b— a) §/ flz)dx < M(b—a)

Lat

1 b
C:b—a/a f(z)dx
ochviharm<c< M.

Eftersom f(x) &r kontinuerlig sa finns ett £ i a <z < b sa att f(§) = c.

Sats: Integralkalkylens generaliserade medelvirdessats. Om f(x) ar kontinuerlig pa a <z <b
och g(z) ar styckvis kontinuerlig och inte véxlar tecken pa a < x < b sa géller

[ i = 5@ [ o)t

med a < & < D.

Bevis: Antag g(x) > 0. Lat m = min,<,<, f(z) och M = max,<,<p f(x). Vi har
mg(z) < f(r)g(z) < Mg(z)
och darmed
b b b
m [Cgw)ds < [ palgarde <1 [ gla) ds

Lat

1 /b
c=—F——— [ f(x)g9(x)dx
fabg(:p)dx a (#)g()
ochviharm<c< M.

Eftersom f(x) &r kontinuerlig sa finns ett £ i a <z < b sa att f(§) = c.



Vi skall se varfor vi valjer en viss primitiv funktion i borjan av beviset av Taylors formel.

f(x) = f(a) + / " di = fla)+ / L) de

a

En primitiv funktion till 1 &r ¢t + ¢, dar ¢ ar en konstant vi skall vélja pa lampligt satt.

xT

fa) = fa) +[(t+ o) f' (O], - / (t+c)f"(t) dt =

a

—J@)+ @+ Af @) - a+ @ - [ (o)) de

Vi vill ta ¢ = —x sa att vi inte far med termen med f'(x). Detta val av ¢ ger

f(e) = £(a) + Fla)(x —a) + / o — 01 () db

Sedan fortsatter vi som tidigare.



