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Kapitel L. GEOMETRI
Vi skall studers geometri med tre huvudsyften: att légga ordentligs

grundvalar £6r euklidisk geometri, att bevise vissa klassiska satser
jnom denna geometri och att studera denna gecmetris férhéllande till
jcke-euklidisk geometri och darvid diskutera parsllellaxicmets stédllning.

I ménga matematiska sammanhang envinds resultat och argument hamtade
fran den euklidiske geometrin. Det &r 4&rfér av intresse att ha ordent-
lige grundvalar for denna. Enklast nér man detta mdl genom att ge en
exiocmetik i anslutning till teorin fdr linedra rum. Vi skall ge en sédan
exiomatik.

Vi skall emellertid ocksid ge en annan axiomatik nidrmare Euklides'
egen uppléggning av gecmetrin. I sitt berdmde verk "Elementa" gav
Euklides en systematisk (men inte invandningsfri) framstédllning av geo-
metrin. Ett av hans axiom &r det berdmds parallellexiomet. Euklides
drdjde i sin framst@llning med att utnyttje detts axiom. Sdlunda visade
hen forst utan axiomet att summan av tvd vinklar i en triangel &r mindre
in tvd rita och senare, med axiomet, att summan av ella tre vinklarna i
en triangel ar tvd rdta. Genom att drdja med att anvanda parallellaxiomet
gav Euklides fdrsta frdet till den diskussion om parallellexiomets sté&ll-
ning som i sinom tid ledde till den icke-euklidiska geometrin, en geo-
metri dir parsllellaxiomet inte giller utan &r ersatt med ett annat axiom
am parallells linjer.

Den som forst gav ett vdsentligt bidrag till denna diskussion var
Saccheri (1667 - 1733). Han férsdkte bevisa att parallellexiomet f6ljde
ur de Svriga axiomen. Man kan bevisa (se avsnitt 4.6} att parallell-
axiomet &r ekvivalent med satsen stt vinkelsumman i en triangel &r tvé
réta. Saccheri antog motsatsen och studerade de vdde fallen 438 vinkel-
summen ir mindre &n tvd rita resp. stdrre &n tvd réta. Han fann i béda
fallen en motsdgelse. Beviset for omdjligheten av en vinkelsumma mindre
&n tva rite var emellertid inkorrekt; han stddde sig pd en egenskap
ekvivalent med parallellaxiomet. Alle senare fSrsdk att bevisa ombjlig-
heten av en vinkelsumma mindre &n tvd rédte vissde sig fruktldsa.

Detta var stéllningen till bérjan av 1800-talet d& Gauss, Bolyai
och Lobachevskii oberoende av varandra borjade studera hur en geometri
skulle se ut i vilken vinkelsumman i en triangel verkligen &r mindre
&n tva réta. SAlunds skapades den icke-euklidiska geometrin. Man hade

alltsé inte léngre en geometri utan flera geometrier. Vi kommer att ge



L. 86

den icke-euklidiska geometrin med en axiomatik, men vi kommer att studera
dess egenskaper i en modell, given av F. Klein 1871.

Den del av geometrin som Euklides utvecklade utan hj&lp av parallell-
axiomet brukar kallss den ebsoluta gecmetrin. Vi ger en axiomatik for
denna geametri och fir sedan de tvd geometrierna, den euklidiska och den
jcke-euklidiska, genom att légge till oliks axiam om parallella linjer.
F&r enkelhets skull véljer vi en axiomatik i vilken vi forutsédtter de
reells talen som bekanta. Vi ndjer oss med "plan" geometri (dvs det finns
tvd "sidor" om varje linje).

Var framstillning eav absolut geometri har betydelse &ven om vi endast
intresserar oss f3r euklidisk geometri. Ty &ven om vi grundlégger
euklidisk geometri med vektorer, kan vi anvénde satserna i den absoluts
geometrin. Allt som behdvs &r att vi visar att vér startpunkt for den
absoluta geometrin {axiomen) gdller i den med vektorer grundlagda geo-
metrin. Speciellt anvindbara &r satserna om kongruenta trienglar (se av-
snitt L4.5). Vissa klassiska satser inom den euklidiska geometrin &r
svira att bevise direkt med vektorer eller koordinater, men erhdlles
1dtt med kongruensléran. Detts gidller framfdrallt satser som handlar om
vinklsr som &r lika men som inte erhdlles frén varandra genom parallell-
férskjutning. I ett sista avsnitt skall vi ge ndgra sddans satser och

négre andra klassiske satser inom den euklidiska gecmetrin.

L.1 Axiomstik fOr euklidisk geometri byged pé vektorer

Teorin {dr linefira rum ger en m8jlighet att snabbt grundlégga euk-
lidisk geometri. Vi kan helt enkelt som grund ta ett lineért rum med
skaldr produkt. Emellertid kommer dérvid origo att bli en speciell, genom
axiomen s&rpréglad punkt. FOr att undvike detta vdljer vi att starta
med tvé grundbegrepp, bé&de punkter och vektorer. Dessa midste knytas
samman med ndgra axiom. Det visar sig darvid att négra av axiomen fér
linedrt rum kan slopas.

Vi utgdr alltsé frén tvé méngder. Elementen i den ena kallas punkter,
elementen i den andre kallas vektorer. For dessa skall finnas b komposi-
tioner:

a) for en punkt A och en vektor u finns en punkt B for vilken

vi séger att vektorn u gir (eller &r avsatt) frin A till B,

b) f6r tvd vektorer u och v finns en vektor u + v kallad

deras sumnma,



c) fér ett (reelit) tal A och en vektor u finns en vektor
Au kallad produkten av A och u,

d) for tvé vektorer u och v finns ett reellt tal (u]v)
kallat den skaldrs produkten av u och v.

Dessa kompositioner skall uppfylla ett antal axiom. Vi uppdelar
dem i fyra grupper A, B, C och D.

Grupp A Tfaststéller samspelet mellan punkter och vektorer.

A1) I sambandet "u gdr frén A till B" kan tv& av u, A, B
viljes godtyckligt; den tredje existerar dé och &r entydigt
bestamad.

Vi anvinder beteckningen AB fér vektorn frén A till B.

A2) Om u=AB och v = BC, s& &r u + v = AC.

Grupp B bestér av L axiom.

For godtyckliga vektorer u, v och godtynkliga tal A.u skall

gélla:

Bl1) tu=u

B2) (A + ylu=2u + yu

B3) aluu) = (ap)u

B4) aflu + v) = au + Av.

Dessa axiom rédcker fOr att vise att vektorerna bilder e$t linedrt
rum. Frdn dem kan vi némligen bevisa &terstéende axiom fdr linedrt rum,
B5) - BT).

Sats. BS5) (u+v) +w=u+ (v+w),

B6) Ou &r samma vektor for varje u. Vi betecknar dem O
och har u + 0 = u {ér varje u,
BT) u+v=v+u fdr tvd godtyckliga vektorer wu, v.

-

Bevis. Tag en punkt A. Valj B, C, D s& att u = AB, v = BC,

3
///jr\

s
7

w=®. Dhar (u+v)+w=AC+D =D och u+ (v +w) = AB + 5D = ).
Detta visar B5). Vi kan d&rfSr skriva u + v + w utan parenteser, vilket

latt utvidgas till summor med flera termer.



Tag en punkt A och en vektor u. Lit u= BA och antag att

Ou= Aa,. D& &r
BA=u=1u=(1+0Ju=1u+0Ou=5BAd+ 511 = ﬁhi
P& grund av axiom A1) &r 48 A = A, s& att Ou = AA. Vektorn AA
ir oberoende av u. Med beteckningen 0 = AR nar vi visat u + 0 = u.
Detta visar B6). Satter vi u = AC f&r vi ocksd fran AA + AC = AC
att 0 + u = u. (Vi har énnu inte bevisat BT).
L&t -u Dbeteckna (-1)u. Vi har da:
u+ (~u) =tu+ (=Nus=(1+(-1))u=0u

(=u) +u=(-1)u+ 1tu=({(-1) + 1)u = Ou

0
o)

Frén en likhet u + v =u+ w kan vi nu sluta v = w, dvs vi kan

stryke u. Ty u+ v =u+w medfor
(-u) +u+vs=(-u)+u+w
O+v=0+w
v=vw

Likes8 kan vi stryka u i en likhet v + u=w + u,
For en godtycklig vektor u her vi
2u=(1+ 1)u=1u+ lu=u+u
Detts ger
2lu+v)=u+v+u+v
men ocksd, pd grund av BL4)
2+ v)=2u+2v=u+u+v+yv
Al1ts8 ar
ut+tvi+sut+tv=ut+tu+v+y
Genom att stryka u till vénster och v till héger far vi
u+vs=v+u, dvs BT) &r bevisad (jfr fig). Bev.

Men ser latt att en vektorekvation
u+x =v har en entydigt bestédmd 16s-
ning x = v + (-u), vilken ocksd kan
skrivas v - u.

Mangden av vektorer séges vara

genererad av vektorernsa €qs o ,en

om varje vektor kan skrivas som en

linearkombination hi€y + oo ¥ Anen av dessa. For att fd en geometri i

ett plan tar vi féljande axiom.
C) Mangden av vektorer genereras av 2 vektorer men inte av 1 vektor.
Tvé vektorer €,s ©, sSOm genererar sags vara en bas. Om €498y

&r en bas kan en vektor u skrivas u = u.e, + u e, dédr u, och u, &r

1 2
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entydigt bestémde tal, kallade koordinater f£3r u.

Sista gruppen av axiom handlar om skaléra produkten.

D1) (u]v) = (v]u)

p2) (ulv + w) = (u|v) + (ulw)

p3) (ulAv) = Aulv)

Dh) u #0 e= (uju) > 0.

Vi definierar léngden |u| av en vektor u som det tal, stdrre
8n eller likamed 0O, som satisfierar lulz = {ufu). En vektor av léngden 1
kallas en enbetsvektor eller en normerad vektor. Med avstdndet mellan

tvd punkter menas léangden av vektorn frén den ena punkten till den andra.
Tvd vektorer u, v f3r vilka (ufv) = 0 ségs vara ortogonsala.
Man kan viélja en bas med tvd ortogonala, normerade vektorer, en s.k.

ortonormerad bas, forkortet ON-bas. Ty om f1, f2 &r en bas kan man te

f1 f2 + Af1

S1TTE T %2 T Tr,war]
17 TE, 2 =Tt + A,

ddér A véljs sd att e, och e, blir ortogonsalsa.

L&t nu €, e, vara en ON-bas. FOr tvé vektorer

2
u= ule} + u2e2, v = vie, + v2e2 ar ds
(ulv) = (uje, + u2e2fv1e1 + v2e2) =
= v, (e fe) + uyvyle,je,) + u,v. (ey]e,) + uyvyle,le,) =
= u1v1 + u2v2
Speciellt

2 = u12 R u22
Koordinater fGr punkter erhiller man genom att vélja en punkt O,
kallad origo, och for varje punkt P ta koordinaterns f3r vektorn 6?,
den s.k. ortsvektorn. Origo och en bas sammanfattas i benémning koordinat-
system. Om basen &r en ON~-bas kallas koordinatsystemet ett ON-system.
Vi definierar en linje som en punktminga

e

{p; PP = te fbr négot tal t}
dér PO &r en punkt och e ¥ 0 en vektor. Man fir samma linje om man
i stdllet for Po tar en godtycklig punkt pd linjen eller i stdllet for
e tar en godtycklig vektor mellan tva punkter Pé linjen.
Med en kongruenstransformation avses en avbildning av méngden av
punkter pd sig sjélv som &r av férsta graden och bibehdller avstdnd. I

ett ON-system ges den av (x, y)'-*(xl, y1) dar

x,=ax+cy+e
.Y, = bx + dy + T
For att avstdnd skall bibeh8llas méste darvia

(ax + cy)2 + (bx + dy)2 =_x2 + y2
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£6r varje x och y. Detta krav ken skrivas 52 + b2 =1,
c2 + d2 = 1, ac + bd = 0, vilket ocksd kan uttryckas med att matrisen
(: g) &r en ortogonalmatris, dvs antingen a2 + b2 =1, ¢ =+-0,

d =8 eller 32 + b'2 =1, ¢c=b,d =~ a.

Man konstaterar létt att #&ven skaldrs produkten &r ofdrandrad vid
kongruenstransformationer.

For att besvara frégan om axiomens motségelsefrihet ger vi en
modell byggd p& talpar. Vi léter méngden av punkter vara méngden av
per av reella tal. Vi liter méngden av vektorer vara samma méngd. De
4 kompositionerna ges av:

a) vektorn (u1,u2) avsatt frédn punkten (31, a2) gér till

() +up, 8, + up)

b)) (uyy wy) + (v, vy) = (uy + v, u, +v,)

c) alup, uy) = (g, du,)

a) ((u,, uz)l(v1, Vo)) = v, 4wy,

Man verifierar létt axiomen i de 4 axiomgrupperna. Av denna modell
f5ljer att en eventuell motségelse mellan dessa axiom skulle ge en mot-

ségelse inom teorin for talpar.

4,2 Axiom f8r ebsolut geometri

Vi ger en axiomatik fdr absolut geometri (= "geometri utan parallell-
axiom").
Vi har fdéljande begrepp:
a) en mdngd av element kallade punkter,
b) en méngd av element kallade linjer,
c) enrelationmellan punkt och linje; vi séger att punkten
ligger p& linjen eller att linjen gir genom punkten,
d) for punkterna p& en linje tv& ordningsrelationer, varav den
ena Ar den motsatta till den andra,
e) en mingd av avbildningar av méngden av punkter pd sig sjalv
kallade kongruenstransformationer (&ven kallade férflyttninger).
Dessa skall uppfylla 4 axiom.
ABS 1) Fdr tvé oliks punkter finns en och endast en linje
genom punkterna.
Linjen genom punkterna A och B bendémns linjen AB. ABS 1)
medfSr att tvd olika linjer kan ha hdgst en punkt gemensam, kallad linjer-
nas skérningspunkt. Tvé linjer som inte rékas kallas parallells.
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ABS 2) Méngden av punkter pd en linje &r med enders ordningsre-

lationen isomor{ med den ordnade mingden av reella tal.

Bl.a. glr varje linje genom oéndligt ménga punkter. Varje punkt
Pé en linje delar linjen i tvd delar. Var och en av dessa kalles en
strédle. De bdda strdlarna som en punkt delar en linje i, kallas motsatta.
Vanligen raknas delningspunkten till b&de strdlarne. Den kallas strélarnas
utgéngspunkt. Strdlen frdn en punkt A ( = med A som utgingspunkt) genom
B benémns strélen AB.

Av tre olika punkter p& en linje ligger alltid en mellan de bdda
andra. Tv& olika punkter A och B pd en linje och alla punkter mellan
der kallas strédckan AB. A och B kallas striackans &ndpunkter.

ABS 3) De punkter som inte ligger pi en linje L kan indelas

i tva icke-tomma delmidngder kallade L:s sidor. Tvd

punkter ligger p& samme sida om L om och endast om

striackan mellan dem inte skdr L.

ABS L) &) En kongruenstransformation &verfdr punkterna p& en linje

i punkterna pd en linje (dvs en linje &verférs i en linje),

b) en kongruenstransformetion bibehdller eller omkastar ord-
ningsféljden mellan punkterna pd en linje,

c) méngden av kongruenstransformstioner bildar en grupp under
komposition (se Appendix 2),

d) om A, B, C &r tre punkter som inte ligger i linje och
AI’ B1, C1
en och endast en kongruenstransformation som dverfér A i
Ay» strilen AB 1 strdlen AB; och C i en punkt pé

samme sida om linjen A1B1 som C1.

&r tre punkter som inte ligger i linje finns

P& grund av a) och b) mdste tv& punkter och striéckan mellan dem av-
bildas i tvd punkter och stréckan mellan den. Darfdr maste punkterna pd
samma sida (olika sidor) om en linje avbildas pd punkter pd samme sida
(olike sidor) om bildlinjen. c) innebdr att inversen till en kongruens-
transformation &r en kongruenstransformastion och att tva kongruenstrans-
formetioner utférda efter varandra ger en kongruenstransformation.

Tvé figurer (= punktméngder) kallas kongruente om det finns en kon-
gruenstransformation som dverfdr den ena i den andra. Att kongruenstrans-
formationerna bildar en grupp medfdr att kongruens ar en ekvivalensrelation.

En linje och ena sidan om linjen kallas ett halvplan.

Ovanstéende axiom fastlégger den absoluta geometrin. F&r att visa

att dessa axiom inte motséger varandra ger vi tv& modeller.
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Den fdrste modellen &r den geometri, den euklidiska, som beskrevs
i fdregéende avsnitt. Om vi infér ett ON-system kan punkter och vektorer
beskrivas med talpar. En linje kan ges med en ekvation
ax + by + ¢ = 0, (a, b) # (0, 0). Ordningsféljden mellan punkterna pé
linjen ges av x eller av y. De tvd sidorna om en linje ges av
ax + by + ¢ > 0 resp ax + by + ¢ < 0. Man bevisar l&tt ABS 1) - ABS 4).
Existensen och entydigheten i ABS L)d) fljer 1att om A = (0, 0),
B= (1, 0}, C= (0, 1). Men ken 48 vélja (e, f) i

x ax + cy + e

y: =bx +gdy + T

s& ett A Overférs i Ay, viélja (a, b) s& att strdlen AB ©&verfdrs
i strélen A.‘B1 och slutligen v&lje tecknet p& (c, d) sé& att C &ver-
férs i en punkt p2 samma sida om linjen A3, som C,. Det allminna
fallet fdijer létt frdn dette specialfall.

Den ancra modellen &r Kleins modell foér icke-euklidisk geocmetri.
Vi ger denna i ett sammanhang i avsnitt 4.8. Vi uppmanar emellertiad
lésaren att redan nu gdra sig fortrogen med vad punkt, linje, ordnings-

reletion och kongruenstransformation betyder i denna modell.

L.3 Lingd i absclut geometiri

Vi skall diskutera léngdbegreppet. Vi behdver did fSljande sats.

F1 Sats. En striacka &r inte kongruent med en del av sig sjéiv.
(Med "del" mener vi #@kta delmingd.)

Denne sats foljer frin axiomen. Den beror pd entydigheten i ABS L)d)
som innebdr att vi inte har "f6r ménga" kongruenstransformationer. Vi
avstlr emellertid frén att genomfdra beviset f6r denne sats liksom beviset
f6r motsvarande sats om vinklar, F2. (F8r fullsténdighets skull ger vi
bevisen i Appendix 3.) Euklides har ett mosvarande exiom "Det hela &r
stOrre &n sina delar" som hen utan diskussion tillampar p& strickor,
vinklar och areor. (Jfr exemplen givna i avsnitt 2.6 i vilka inte "det
hela &r stdrre &n sina delar".)

Antag att A, B, C inte ligger i linje. Den kongruenstransformation
som 6verfér A i sig, strdlen AB i sig och C i en punkt p& motsatta
siden om linjen AB méste enligt F1 O&verfora B i sig. D& B &r en
valfri punkt pé stralen (utom A) mdste varje punkt pé strdlen ligga
stille vid denna kongruenstransformation. D& den motsatta strdlen ocksd
Overgér i sig sjdlv, méste Aven dess punkter ligge stilla. Vi kallar denna

kongruenstransformation spegling i linjen AB.
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Antag 8ter att A, B, C inte ligger i linje. L& T vara den
kongruenstransformation som Gverfdr A i B, strdlen AB i stridlen
BA och C i en punkt C1 pé andra siden om AB. T méste pd grund
av F1 oOverfora B i A. T o T &éverfér d8 A i A,B i B och
C i en punkt 02

heten i ABS L)d) méste T o T vare den identiska avbildningen (den som

pPé samma side om AB som C. P& grund av entydig-

dverfoér verje punkt i sig sjélv). Alltsé ar 02 =C och T overfdr
€, i C. Skérningspunkten P mellan linjerna AB och cc, overgér
dé genom T i skdrningspunkten mellan linjerna BA och C1C, dvs

i sig sjdlv. Strackorne AP och BP &r alltsdé kongruenta. Fra&n F1
féljer 1att att det Tinns endast en sidan punkt P och att den ligger
mellan A och B. P delar strécken AB i tvd kongruentas delar. Vi
kallar den mittpunkten pd strackan AB.

langd av en stricka anger dess storlek i fdérhdllande till en annan
strécka. Tva striackor skell 4arvid vara lika stora, ha samma léngd,
om de &r kongruenta. En strécka AB anses vara mindre &n en stricka
CD, om AB &r kongruent med en del av CD.

For att jamfors tvd stréckor flytter vi dem gernom kongruenstrans-
formationer si att de blir strickor AB och AC pé samma strile fran
en punkt A.

L&t garfdr A och B vara tvé olika punkter. P& strdlen AB

tar vi successivt B_ = A, B1 =B, B., B

o 33eee s8dana att varje strdcke

2’
Bi-lﬁi ar kongruent med AB och BO, BT’ 82, B3,... &r ordnade pa
detta sd@tt pé linjen. Detta gir p& endast ett sdtt pd grund av Fi.

Vi visar fOrst att varje punkt pd strdlen ligger p& ndgon av desse

stréckor BB Punkterna pé strdlen ér ordnade som de icke-negativa

reellsa talen.-+;m méngden av alla Bi vore begransad s& skulle det
finnas en punkt C som vore dess supremum. Avs#tt stréckan AB fran
C pé linjen AB i riktning mot A, siég stréackan CD. D& C &r minste
majoranten, méste D ligga péd ndgon strickae Bi—1Bi och darfdér C pé
strackan BiBi+1’ vilket innebér en motségelse.

L&t dérefter B1/2 vera mittpunkten pd strickan BOBi’ allmént
Bi + 1/2 mittpunkten p& stréckan BiBi+1' L&t videre B1/b’ BB/h""
vara mittpunkterna pé& strackorna BOBI/Q’ B1/2B],... Genom successiv
uppdelning fér vi B, definierad f&r varje tal a = p/2n dér p, n
ér heltal, p > 0, n > O.

Vi konstaterar sedan att fér varje punkt C # A p& strdlen finnms
ett Ba mellan A och C. Later vi némligen B och C byta roller,

visar virt resonemang ovan stt ett dndligt antal exemplar av AC
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(AC, CC2, C203,... , alla kongruenta) taécker stréckan AB, sig =
exemplar, si& att B ligger pé strédckan Acgm' Dé ligger Bg-m pé
stréckan AC.

Vi kallar & koordinaten fér punkten Ba och definierar ellmént
koordinaten fOr en punkt C pé strélen som

sup {a; Ba p8 stréckan AC}

Man kan 18+t konstatera att varje icke-negatiwvt tal LYir koordinat fér
en punkt p& sirdlen och omvint. Ordningen mellan koordinaterns svarar
mot ordningen mellan punkierna pé strilen.

D& AB och AC &r striackor pa samme strdle frdn A léter vi
%% beteckna C:s koordinat d& AB tas som grund f&r koordinater. %%
utléises férhdllandet meilan AC och AB. Man kan visa (detaljerna &ver-

13tes &t lésaren) att om D ocksd ligger pd strilen s& ar

&.—@:& (*)
AB AC AB

Tar vi négon stricka som enhetsstricka menar vi med en stridckas léngd
dess forhéllande till enhetsstrédckan. Liangden av stridcken AB betecknar
vi |AB|. Enligt (*) &r fdrhidllandet mellan tvd strickor lika med for-
h&8llandet mellar deras léngder. I st&llet fér kongruenta strackor kan vi
séga lika lénga stréckor.

Det f8ljer av det sitt pd vilket léngd &r infdérd att om C &r en

punkt pd striackan AB s& a&r JAc| + |cB| = [aB].

L.4 vVvinklar i absolut geometri

L&t AB och AC vara motsatia strélar och D och P tvéd

punkter p& samma sida om linjen BC. Vi

péstér att stri8len AP skdr stréckorna \\
BD och CD 1i en och endast en punkt. D)Y P
Linjen AP skir CB i A. Alltsd S/
ligger B, C pd olika sidor om linjen AP. \ ’
Or inte str8len AP &r strélen AD méste / \,/
c A B

D ligga p& endera sidan om AP, ség pé
C:s sida. D& ligger B, D pé& olika sidor
om AP s& att stréckan BD skir linjen AP, D& skdrningspunkten ligger
pé samma sida om linjen CB som D maste den ligga pd strdlen AP.
Punkterne pé& stréckorna BD och DC &r tillsammans ordnade son
punkterna pé ett intervall av reellas tal. Vi kan dérfdr infOre ordning
mellan strédlarna AP d& P ligger p& samma sida om BC som D. Med

resonemang liknande det vi just genomfdrt visar mean att denne ordnings-
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relation &r oberoende av valet av punkterna B, C pd strilarna och av

D i helvplanet. En strédle AP i halv-

planet ligger mellan strdlarna AQ och

AR om strickan QR skiér strélen AP. R _~P
Tvé olike strélar AB och AC frén

en punkt A delar planet i tvi omréden.

Med en vinkel forstér vi tvd olika strélar A Q
AB, AC och alla strdlar i ett av de tvd

omr&dena. Punkten A kallas vinkelspetsem, strdlarna AB och AC kallas
vinkelbenen. Om AB och AC inte &r motsatta ligger den ena vinkeln 1

+t halvplan. Denna kallar vi vinkeln BAC eller vinkeln CAB och be-
tecknar den ABAC eller ACAB. D& missfdrsténd inte kan befaras kan den
aven betecknas AA.

Vi infér storlek av vinkel pd ungefédr samma s@tt som vi inforde
lingd av strdcka. Vi utelémnar detaljerna men papekar att vi méste ha
semma utgdngspunkt som f8r strdcka. Vi behOver fdljande sets.

F2 Sats. En vinkel &r inte kongruent med en del av sig sj&lv. _
Vi behdver ocksa kunna dele en vinkel mitt itu; det récker med en vinkel
BAC i ett halvplan. F2 kan bevisas fran axiomen, men vi avstdr frin’
att genomfdra beviset hdr (se Appendix 3). For att dela en vinkel BAC
mitt itu antar vi att AB och AC &r lika lénga. Den kongruenstrans-
formation som dverfér A i A, strélen AB i strdlen AC och C 1 en
punkt p& samma sida om AC som B, miste Overfdra B 1 C (AB och AC
ar like langa), och C i B (pd grund av F2 och av att AC och AB
ir like lénga). Mittpunkten P pé strickan BC ligger d& stille och
APAB Ar kongruent med APAC. ZLZinjen AP kallas bisektris till ABAC.
P& grund av F2 A&r den entydig.

Ddrmed ken vi infdra storlek av vinklar. Som enhet kan vdaljas den
réta vinkeln, som vi nu skall definiera.

Om AB och AC &r motsatte strdélar och AD ytterligare en stréle
frén A, kallas vinklarna BAD och CAD sidovinklar. En vinkel som &r
like stor som sin sidovinkel kallas rét. Vi visar att alla rata vinklar
&r lika stora. Antag motsatsen. Efter en kongruenstransformation her vi
dd tvd olika strélar AD, och AD, frén A som bidda bildar réta vinklar
med linjen CAB, D1 och D2 pé samma side om linjen CAB. Antag exempel-
vis att AD, ligger mellan AB och AD2. D8 &r (fig. nésts sids)

ACAD,_ < ACAD1 = ABAD1 < ABAD2 = ACAD2

2
vilket &r en motségelse. Att det finns réte vinklar kan vi exempelvis



inse genom att spegla i en linje. En

punkt P utanfdr en linje och dess ,
spegelbild Q vid spegling i linjen DQ‘x f‘D1
ger en strickae PQ som skér linjen /
med vinklar, som Svergér i sina sido- /
vinklar vid speglingen och darfor L f

-

@

méste vars réta.

(@]
x>

En vinkel mindre &n en rat vin-
kel kallas spetsig, en vinkel i ett
heivplan stdrre é&n en rét vinkel kallas trubbig.

Om man anvénder réta vinkeln som enhet kan man uttals exempelvis att
summan av tvd sidovinklar slltid &r 2R (= tvd rdta). Speciellt gédller
att sidovinklar tilil like stora vinklar &r lika storsa.

D& tvé linjer skiér varandra i en punkt uppstér 4 vinklar. Tva av

dessa som inte har négot gemensamt vin-
/////// kelben kallas vertikelvinklar. Eftersom
tvé vertikalvinklar har gemensam sido-
y*/< vinkel dr de lika stors.
Om ABC &r en triangel kallas vink-

7
e

s larna vid A, B, C (dvs vinklarna BAC,

vertikalvinklar ABC, ACB) for triangelnc vinklar och ibland

dven triangelns innervinklar. Deras sido-

vinklar kallas yttervinklar.

Tvé linjer kalles normaler till varandra om de skiér varandra under réta

-

vinklar. Frén en punkt P utenfdr en linje L finns en och endast en nor-
mal til1l1 L. Speglas P i L O&vergdr P i en punkt Q. Linjen PQ a&ar
dé normel. Omvént miste en normel PA, dir A ligger p& L Overgd i QA
som &r normal frén Q mot linjen. D& bdda strickorne PA och QA bildar
réta vinklar mot linjen utgdr de delar av samma linje, linjen PQ. Punkten
A &r allts& den entydigt bestémda skdrningspunkten mellan PQ och L. A

kallas normalens fotpunkt.

4.5 Kongruenta trianglar i absolut geometri

Nér vi telar om kongruenta trienglar framhéller vi alltid en ordning
mellan hornen. Att en triangel ABC &r kongruent med en triangel A‘'B'C’
betyder att den firsta triangeln kan flyttas (genom en kongruenstransfor-
mation) sé att A flyttas till A', B till B', och C till C'. Man
skriver detta AABC = AA'B'C'.



Euklides bevisade 3 satser om kongruentz trienglar, de s.k. kon-
gruensfallen. Det &r brukligt att numrers dessa i den ordningsfdljd
de forekommer hos Euklides.

(H&r bbdrjar en numrering av satser som strécker sig genom resten
av kapitlet. Alla dessa numrerade satser géller i euklidisk geometri,
de i detta och nésta avsnitt givna &ven i absolut geometri. )

Sats 1. (Férsta kongruensfallet). Om i trianglarna ABC och
A'B'C' gdller [AB| = |A'B'], JACl = Ja'C*| och aa = AA', s &r
trianglarne kongruente.

Bevis. (Fritt efter Euklides). Flytta triangeln ABC si att AR
sammanfaller med A'B' och C kommer att flyttas till en punkt C" pé
samme sida om A'C' som C'. Eftersom AR = AA' kommer d& A'C' och
A*C" att falla utefter semma strile frédn A'. Eftersom de &r lika lénga
blir C" = C'., Bev.

Speciellt &r |[BC| = |B'C'| och AB = AB', AC = AC'., Euklides®
egen formulering av satsen freamh&ller endast dessa faktg.

Sats 2. (Basvinkelsatsen). I en likbent triangel &r basvinklarna
like stora.

. Bevis. Detts &r et: specielfall av firsts kongruensfalles. Antag
tt vi i AABC har |AB| = |AC|. DR &r enligt férsta kongruensfallet
AABC S AACE och alltsé AE = AC. Bev.

Sats 3. (Andra kongruensfallet). Om i trianglarna ABC oceh
A'B'C' vi har |[AB]| = |a'B'[, |ac] = |atc'| oen |BCc| = |B'C*,
sd 4r triangiarna kongruenta.

Bevis. Flytta AABC s& att AB sammanfaller meé A'B' och C
flyttas till en punkt C" som ligger pé den mot C' motsatia sidan av
A'B' (se fig). Drag C'C". Antag forst att varken A" eller B*' 1ligger

cr o
I
A? | ——;::13 1 !
B A'f——— g
\ P
C" /
C"

P& denna strécka. D& ar A'C'C" och B'C'C" 1likbenta. I var och en ev
dessa ir basvinklarna lika stora. Genorm att ta summan av lika vinklar
(eller skiliraden da strackan C'C" inte skir strickan A'B') erhélles

NA'C'BY = AA'C"B' och trianglerns &r kongruente enligt fdrsta kongruens~
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fallet. Om A' eller B' 1ligger péd striéckan C'C" gé&r motsvarande
bevis igenom med endast en likbent triengel. Bev.

Sats 4. (Tredje kongruensfallet). Om i trianglarna ABC och
A'B'C' galler |AB| = |A'B'|, AA = AA' och AB = AB', sd &r
trianglarnz kongruenta.

Bevis. Flytta AABC s& att AB sammanfaller med A*B' och C
flytzas till en punkt C" p8 samma sida om A'B' som C'. P& grund
av AA = AL’ méste d& A'C' och A'C" fellas utefter samma stréle.
Likas8 faller B'C' och B'C" utefter samma strédle. Alltsd mdste C"
vara skérningspunkten melisx linjerna A'C* och B'C', dvse C" = C',
Bev.

Sats 5. (Euklides). I en triangel &r varje yttervinkel stdrre én
var och en av motstéende innervinklar.

Bevis. L&t tri-

angeln vara ABC och R
14t D 1ligga pd A3:s

férlingning Sver B.

Vi vill visa att .

ACBD > AC. L&t P ///

vara mittpunkten pé A

stréackar BC. Foriéng

AP Bver P till en punkt Q med |[PQ{ = |AP|. D& &r trianglarna PCA

och PBQ kongruenta och alltsd &r
AC = APBQ < AFBD Bev.

Sats 6. I er triangel &r vinkeln stéende mot en stdrre sida stdrre
&n vinkeln stéende mot en mindre.

Bevis. L&t oss i AABC ha |[AB]| > |AC|. Tag P p& AB sadan
att |AP| = |AC|. Drag PC. D& &r
AACB > AACP,
AACP = AAPC (likbent triangel),
AAPC > AABC (yttervinkel och motsté-

ende innervinkel).
Harav AACB > AABC, vilket skulle be-

visas. Bev.
Sats 7. (Basvinkelsatsens omvindning). Om tv8 vinklar i en triangel
&r liks sd &Ar motstdende sidor lika.
Bevis. Ty om de vore olika skulle enligt fdregfende sats de tvi

vinklarna inte vare lika. Bev.
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Sats 8. (Triangelolikheten). Summan av léngderna av tva sidor
i en triangel &r stdrre &n léngden av den tredje sidan.

Bevis. (Euklides). I en triangel ABC f&rléngs AB &ver B
till en punkt D siddan att |BD] = |BC|. Drag CD. D& &r
AADC = ABCD enligt basvinkelsatsen.

Darfdr &r AADC < AACD. D& méste

|AC] < |AD], ty |AC| = |AD| skulle ///
stride mct basvinkelsatsen och ’//,/’/’/’
fac| > |AD] mot sats 6. Bev. A

Sats 9. Minst tvé av vinklarna i en triangel méste vara spetsiga.

Bevis. Om en vinkel 1 en triangel &r rét eller trubbig &r tillhdr-
ande yttervinkel rét eller spetsig och de tvd &terstiende vinklarne i
triangeln méste d& enligt sats 5 vara spetsiga. Bev.

Sats 10. En triangel kan delas i tvA rétvinklige trianglar.

Bevis. L&t i AABC vinklarna B och { vara spetsiga. Drag nor-
melen frdn A mot BC och kellas foipunkten P. Vi har att visa att

P ligger mellen B och C. Att P inte kan sammanfalla med B eller C

N,

RN -n

B P C B CP

beror pd att vinklarma vid B och C i AABC inte ar rdta. Att P

inte kan ligga p& exempelvis fdrléngningen av BC &8ver C beror pd att
AACB A& vore yttervinkel till ACPA med AP rit, vilket enligt

sats 5 skulle medfdre att AACB vore trubbig, i strid mot férutsdtiningen.

Bev.

4.6 Parallells linjer och vinkelsumma i trianglar

Vi skall i detta avsnitt visa att det fdljer frén axiomen fdr abso-
iut geometri att det finns tvé mdjligheter fér parallells linjer, den
euklidiska och den icke-euklidiska. F&r att visa dette behdver vi ockséd
studera vinkelsumma i trianglar. Vi arbetar s@ledes fortfarande i abso-
lut geometrj.

Forst nagra definitioner. D& tvé linjer, L, och L skérs

1 2°
av en tredje linje, L, »ruker dernnas kallas en transversal. Viad
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vardera skidrningspunkten uppstér L vinklar. Tv& av dessa vinklar, en
vid vardera skdrningspunkten, vilke ligger mellan L1 och L2 och pa

olika sidor am L, kallas slternatvinklar. Det finns tvd par av alter-

natvinkler. Om vinklarna i det ena

paret alternetvinklar &r likas med

varandra géller dette &ven vinklarna -
i det andra peret, eftersom dessa &r

sidovinklar till vinklarna i det

férsta paret.

Vi péminner om att vi kallar //
tv& linjer parallelle om de inte alternatvinklar
skir varandra, dvs om de inte har ndgon punkt gemensam. Vi skall utan
négot antagande om parallella linjer dra ett antal konsekvenser av sats S
i fdreg8ende avsnitt och av beviset fOr denna sats.

Sets 11. Om tvé linjer L, och L, har en transversal L med like
alternatvinklar &r de parallella.

Bevis. L1 och L2 kan inte skére varandra ty p& vilken sida om
linjen 1 detta &n skulle ske, hade vi en triangel med en yttervinkel
likeamed en motstfende innervinkel i strid mot vad sats 5 sdger. Bev.

Sats 12. Genom en punkt P utanfdér en linje L1 kan man dra minst
en linje parallell med L.

Bevis. Drag en linje L genom P och en punkt pé linjen L1,
konstruers linjen L2 genom P s& att L skar L1 och L2 med lika
elternatvinklar. Anvind féregéende sats. Bev.

Sats 13. (Buklides). Summan av tvd vinklar i en triangel &r mindre
&n 2R.

Bevis. P& grund av sats 5 &r summan av tvd vinklar i en triangel
mindre &n summarn av den ena vinkeln och dess yttervinkel. Men dennas summsa
&r 2R. Bev.

Vi skéirper denna sats (fortfarande utan parallellaxiomet).

Sats 1k, (Saccheri). Summan av vinklarna i en triangel &r mindre &n
eller lika med 2R.

Bevis. Antag motsatsen. L&t AABC ha vinkelsummen 2R + &, & > O.
Genomfdr konstruktionen i beviset fér sats 5. P& grund av att APCA = APBQ
har AABQ samma vinkelsumma som AABC. Dessutom &r summan av de bdda
vinklarna vid A och Q i A4ABQ likamed ABAC, varfdr en av desse vink-
ler &r < ABAC. Kalle detta horn A, och 14t B, och C, vara de

véda &vrigs hérnen i LABQ. Vi har d& konstruerat en triangel AB,C, med
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samme vinkelsumme som AABC, dvs 2R + &, och med AA1 5‘% AA. Upp-
repar vi detta far vi en f61jd av trianglar AanCn alla med vinkel-
suman 2R + & och med AA_ < -;— AA _, och dArfér AA_ < 277 AA. Men
enligt foregéende sats ir ABn + ACn < 2R varav féljer AAh >a, Vi
nar alltsé = < 2 © AA vilket &r en motsdgelse fdr tillrdckligt stora
n-védrden. Bev.

Vi skall genam 4 f3ljande U satserna vise att om det fOr nison iime
oct négon purkt utanfSr linjen endast finns en linje genom punkten paral-
lell med linjen, s giller detta fér varje linje och varje punkt utanfdr
linjen.

Sats 15. Om det genom hdrnet A i AABC endast g&r en linje paral-
Jell med BC 88 &r iriangelns vinkelsumma 2R.

Bevis. Tag strélen AD sddon ats ABAD = AARC och sddap att D
ech C 1ligger pé& olike sidor om linjen AB. Tag likesi strilen g
sédan att ACAZ = AACB och sddan ett E och B ligeser P2 olika sigor
on linjen AC. Var och en av dessa

strdlar tillhdr en linje som enligt D A E
B A/ A .

. . o . /
Jen BC, Om det endust finns en sédan /

sats 11 méste vara parallell med lin-

linj= penow A wiate AD och 4&EK
N
vara delar av denna linje. Vinkel- \2§L

swaman i triangeln, scom ar likamed B o
summarn av de tre vinklarna vid A,
&r d& 2K. Bev.

Sats 16. Om vinkelsumman i nédgon triangel &r 2R s& giller detta
alls trisnglar.

Bevis. Vi studerar fSrst en uppdelning av en triangel i tva del-
trianglar. L&t P ligga p& sidan BC i AABC. D& &r summan av alla
vinklarna i AABP och AACP 1likamed vin- A
kelsumman f6r AABC adderat med 2R. Vi
ser hérav ati om AABP och AACP bida
har vinkelsumman 2R, s& giller detsamma

dver AABC. Men ocksé omvént. Ty har

AABC vinkelsummer 2R, s& blir summan B P c
av vinklarne i AABP och AACP 1likamed LR. Om darfér ndgon av dessa tri-
anglar skulle ha en vinkelsumma mindre #n 2R skulle den andrs he en vin-
kelsumma stSrre 8n 2R stridande mot sats 1k.

Har vi en triangel med vinkelsumman 2R kan vi darfdr P8 grund av

sats 10 konstruera en ratvinklig triangel med vinkelsumman 2R. Omvént
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récker det att vise att alla rétvinkliga trianglar har vinkelsumman 2R;
en godtycklig triangel kan ju enligt sats 10 delas i tva rdtvinkliga.
Darnést konstaterar vi att om AABC har vinkelsumman 2R s& finns

det en triangel med samma vinklar och med dubbelt sd léngs sidor. Detta

inser vi genom att ta L kongruenta F
. : . A

exemplar av triangeln s som figuren P
visar. o )

~ ~ ~ ~ . {/m o

= AECB = ABDE = ACEF .. »\ T

DABC = AE ) o
D4 &r ABD, ACF och DEF riata lin- /
jer eftersom vinkelsummorna vid B, <
A B D

vid C och vid E e&lls &r 2R.
L&t nu den rétvinklige triangeln ABC he vinkelsumman 2R. Vi har
att visa att en godtycklig ratvinklig triangel A1B1C1 ocksd har vinkel-
summan 2R. Li&t A och A1 vara de réta vinklarne. Genom eventuell
upprepning av dubbleringsfdrfarandet kan vi ants att AABC har léngre
sidor &n AA

AB2C

+84Cq+ Vi kan d& fiytta triangeis A B.C, till en triangel

, med B, pé stridckan AB och c, pé striackan AC. Men tekniken
¢

/

Fy
S/
/

/
'
e
////
,';/////

S "
4
/

n

i borjan av beviset visar d& forst att AAB
diarefter att AABQC

2C har vinkelswman 2R och
5 har vinkelsumman 2K. Bev.

Sats 17. Antag att vinkelsumman i trianglar &r 2R. L&t AB vara
en strédcka, C och D tvd punkter pd samma sida om linjen AB s&dana att
ACAB + ADBA < 2R. D& skidr strilarna AC och BD varandra.

Bevis. Eftersom ACAB + ADEA < 2R miste minst en av dessa bdde
vinklar vars spetsig, ség ADBA.

Drag normalen frdn A mot lin- Eq //, C1
jen BD. L&t B1 vara foipunk- B‘ii LB1 B

ten. Efterscm ADBA &r spetsig \ ////////

ligger B, pé strélen BD. D& E :T——::::::;7 c

vinkelsumman i AABB, ar 2R '

och ACAB + ADBA < 2R f&ljer -

det att ACAB1 &r spetsig. Drag A
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normalen frén C mot linjen AB1. Lat E vers fotpunkten. D& ACAB1
ir spetsig ligger E pé strélen AB,. Genom dubbleringstekniken i be-
viset for foregdende sats, eventuellt upprepad ett antal génger, kan vi
konstruera en triangel AC1E1 med semme vinklar som AACE och nmed
[AE1[ > !AB1[. Placera denna triangel med c, pd strélen AC och E,
pd strélen AB1. Eftersom linjerna BD och E101 béde &r Tinkelrdta
mot AB1 kan de inte rékas (féljer frén sats 11 eller fran entydigheten
av normzlen frén ep punkt till en linje). E, och c, ligger alltsd pd
samma side om linjen BD. Men A och E‘ ligger p& olike sidor om BD,
eftersom {AE.| > [AB,|. Alltsd ligger A och C, pd olikes sidor om
BD och stréckan AC1 skér denna linje. Denna skérningspunkt ligger pi
strélen AC. D& C oeh D 1ligger pd samma side om linjern AB, ligger
skérningspunkten ocksd pé& strilen 328D. Bev.

Sats 18. Om vinkelsumman i trianglar &r 2R finns det fdr varje
punkt P wutanfSr en linje L endast en linje genom P parallell med L.
Bevis. L&t L, vars en linje genom P msraliell med L. Drag

en transversal till 1L och L1 genom P. D2 méste alternstvinklarns
vara lika stora. Ty annars skulle den mindre av ett par olika alternat-
vinklar och sidovinkeln till den stdrre ha summan mindre &n 2R, s& att
enligt fdéregéende sats L och L, skulle skira varandra och sdledes inte
vara paralleila. Lika alternatvinklar fastifigger emellertid L1 entydigt.

Bev.

P
De fyra senaste satserna ger \\‘\\\\\\\_ /
oss tvé alternativ betréffande paral- = "“-\\\~
lella linjer. Den ena mdjligheten L1

ar det euklidiska parallellaxiomet.
E) ("Buklides' parallellaxiom" / L

eller kortare "parallellaxiomet"). Genom en punkt utanfdr en rit

linje g&r hdgst en linje parallell med linjen.

Fér att E) skall gidlla ridcker det pd grund av satserna 15 - 18 att
det for négon linje och négon punkt utanfdr linjen finns endast en linje
genom punkien parallell med linjen. Den andra mdjligheten &r darfér £élj-
ande.

IE) Genom en punkt utanfdr en rdt linje finns alltid flera linjer

parsllells med linjen.

Dette axiom leder till den icke-euklidiska geometrin som vi skall
behandla i avsnitt L.8. I denna geometri &r vinkelsumman i trianglar

2l1tid mindre &n 2R (pd grund av satserna 16 och 18).
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L.,7 Euklidisk geometri: likformighet och Pytagoras' sats
I detta avsnitt skall vi férutsétta att Euklides' parallellaxiom

ar uppfyllt. Vi skall visa att exiomen fOr ebsolut geometri tillsammans
med parallellaxiomet ger semma geometri som den vi presenterade i avenitt
4.1, den euklidiska. Detie kommer vi att gora genom att utveckla lik-
formighetsteorin och bevisa Pytagoras' sats.

Enligt satserna 15 och 18 &r parallellaxiomet ekvivalent med att
vinkelsusmen i trianglar ir 2R.

Sats 19. Om tvé parallells linjer skérs av en tredje blir alter-
natvinklar like stora.

Bevis. Detta &r omvéndningen till sats 11 och f8ljer frén denna
sats p& grund av paraliellaxiomet. Bev.

{(Alternativt kunde vi ha pevisat satsen frén sats 17; jfr beviset
fér sats 18.)

Sats 20. Om tvd olike linjer bdda &r parallella med en tredje linje
s& &r de sinsemellan prrallella.

Bevis. Detta f&ljer direk: fran peralleilaxiomet. Ty om de béds
linjerna inte vore parallella s& skulle de skira varandre i en punkt.
Genom denna punkt skulle det d& g& tva linjer parallella med den tredje
linjen. Bev.

Om tvd sinsemellan parasllells linjer skidr tvé andra sinsemellan

parallella linjer uppstér en fyrhdrning som kallas en parallellogram.

Sats 21. I en parallellogram ir motst8ende sidor lika lénge.
Bevis. L&t AB vara parallell med CD och AC parallell med
BD. Drag diagonaler BC. D& ér

AABC = ABCD (mlternatvinklar vid ;B% P
parallella linjer), /
AACB = ACED (alternatvinklar vid /
parallella linjer). L
A B

-~

Dérfér &r AABC = ADCB enligt tredje
kongruensfallet. Alltvsé &r |AB| = |[CD| och [AC] = |BD|. Bev.

Vi kallar tv& <rianglar ABC och A'B'C' likformige (i formel
AABC ~ AA'B'C') om AA = AAY®, AB = AB', AC = AC' ocn

ARl _ _jac! _ {BC
A'B'[ ~ Ja'c'] T fmreY]
Vi skall bevica satser om likformiga trianglar svarande mot kongruens-

fallen. Man brukar ge desse satser samma nummer som motsvarande kongruens-

fall. Bevisen f&r satserna om likformighet bygger pd itvi varandra néra-
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liggande satser gom _3llas transversalsatsen och topptriangelsatsen.
Sats 22. (Transversalsatsen). Om tre parallells transversaler till

tvd linjer L och L' skdir L i resp A, B, C oech L' i resp

A', B' C' s& &r

1as| _ _lacl__ _IBc|
K5 =TT " Tore’]

Bevis. Vi kaller en punkt p& L och en punkt pd L' motsvarande

punkter om de ligger pé en transversal parsllell med de tre givna.

Utan inskrankning kan vi anta att A inte ligger mellan B och C
och darmed A' inte mellan B' och C'. D& den andra likheten i satsen
18tt féljer frén den férste iikheten, racker

det att bevise

laci _ [arc]
[as|  |a'®]
Detta miste kopplas till definitioner av

lac)
| 4B,
koordinat p& 1L d&& AB tas som grund for
A'C!
A'B!
pd L*'. Vi har alltsé &it bevisa ait om

léngd, given i avsnitt 4.3. &r ju C:s

koordinater. Motsvarande gialler for

strickorna AE och A'B' tas som grund fir

koordinater p& L resp L', f&r C och C'

samme koordinat.

AC

AB

«ees B. = C med lika lénga stréckor B. .B.. Lat
n 1-1"1

Vi visar detta forst da

A, B1 = B, BZ’ B

pk L' wvera den till B, motsvarande punkten.

= n, n ett heltal. Teg p& L punkterna

Q"

Bo =
B.?
1

Vi vill vise att alls strackorna Bi-T'Bi' ar lika lidnga. FOr varje

-

i drag B. 1'Di perallell med L och med Di pé linjen BiBi'. D& &r

1-
strédckorna B. .'D. och
B. .B. motsatta sidor i B.=A B'=A'
-1 0 0
en parallellogram och [
= LI
darfdr lika lénga. Alla B1’B/> D, B,=
S 1 *
trisnglarne Bi-1 DiBi B, > Bé
dr sdledes kongruenta en- 2
ligt sats 19 och tredje
kongruensfsllet. DariCr B B '
., .
&r alla striackorna 3 '/ .\1 !
[} , - L3 3
Bi-1 Bi liks langa. Bi D. Bi

Alitsd &r |A'C'| =

[B,'B,' | = a|{By'B,'| =
( =

njA'B*'|. (Om L och L' B, c/f \B;-C'
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&r parallella urartar trianglarna men d& ar [Bi_1Bij = ’Bi-1.Di{

= |B,_.'B.'|.)

-1 71 -n

For & = p2 14t B, vare den punkt pd strdlen AB som har ko-
ordinaten a, dvs for vilken ﬁg =a och 18t D vara den punkt fdr
vilken +§§f =27, piar |aB| = 2"|AD| och 3ABa| = p|AD|. Frén det

fall vi just bevisat féljer for de motsvarande punkterns pd L':
[a'B*| = 2"|A'D'| och [a*B_ | = p|A'D'| s att +§%§§%L =p2 " = a.
Alltsa &r Ba’ den punkt p& L' som har koordinaten a.

Nu till det allménne fallet. Eftersom ordningsfdljden mellan
punkter p& I och motsvarande punkter p& L' &r densamma &r

sup {&; Ba pé strécken AC} = sup {a; Ba' P& stréckan A'C*)
Alltsé nar C och C' samma koordinat. Bev.

Sats 23. (Topptriangelsatsen). L&t ABB' varas en triangel. En med
BB' parallell linje skdr strdlen AB i C och strilen AB' i C'. D&
&r AABB' ~ AACC', A

Bevis. Av symmetriskdl kan vi anta att B
ligger mellan A och C och darfdr B' mellan A
och C'. (2ABB' brukar kallas topptriangeln.) Frén !

sats 19 far vi direkt att motsvarande vinklar i de

b&éa trianglarna ABB" och ACC' &r lika. Transver- \
salsatsen ger %f%+ = {%%%T . Drag B'D parallell “’/‘//yﬁf'
med AB, D p& stréckan CC'. D& &r BB" och CD B \
motstéende sidor i en paraliellogram och dirfdr lika /,/XC'
lénga. Transversalsatsen (tillampad p& linjerna C'A ’///////1£/
och C'C) ger nu c

jaB'] _ Jcpl (B3l

tact| ~ fcc'| T Jeer]
Detta fullbordar beviset f8r att AABC ~ AABTC'. BRev.

Sets 2. (Forsta likformighetsfallet). Om men i AABC och AA'B'C'
a8| _ _JaC
a'8'] = Jac
Bevis. Tag B" p& strilen
AR sé&dan att |AB"| = |A'B'{.

Drag B"C" perallell med BC, C"

A
A
pé& strélen AC. D& &r enligt \\
topptriangelsatsen \
AABC ~ AAR"C". Det récker c" Y o
darfoér att visa att , \\ é://///
Npan tRIAY —
AAB"C" = AA'B'C'. Zi//’//,/- c
Att AABC ~ AAB"C" ger

{aB| _ _|ac]
‘AB"I = ]AC"’ . Frén

har AA = AA' och sé &r trianglarna likformiga.

Al
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|AB"| = |A'B'| och den i satsen givna likheten f&ljer nu fac"| = jare].
Eftersom AA = AA' &r darfor trianglarna AB"C" och A'B'C' kongruenta
enligt férste kongruensfallet. Bev.

Sats 25. (Andra likformighetsfallet.) Om i AABC och AA'B'C' man
{aB] _ _lacl _ _|=c]
[A'B" lA'C'l ’B'C'i
Bevis. Konstruera AAR"C" pé samma sdtt som i fdregdende bevis.

Att AABC ~ pAB"C" ger
jAB] - lacl _ _1Bc|
lABt{ [AC"‘ }B"C"(

Frdn |AS"| = |A'B'| och de i satsen givna likheterna fdljer nu
|ac"| = |A'C'| och |B"C"| = |B'C'|. Trianglerna AB"C" och A'B'C'
ar derfér kongruenta enligt endre kongruensfallet. Bev.

Sats 26. {Tredje likformighetsfallet). Om i AABC och AA!'B'C'

har s& &r trianglarna likformiga.

man har AA = AA' och AB = AB' sa &r trianglarna likformigas.

Bevis. Xonstruera AAB"C" pé samma s@tt som i beviset for sats
24, Att B"C" &r parallell med BC ger AAB"C" = AABC, vilken enligt
férutsdttiningen &r = AA'B'C'. Eftersom |AB"| = |A'B'| och AL = AR
ar darfdér trianglarna AB"C" ocn A'B'C' kongruenta enligt tredje kon-
gruen=fsllet. Bev,

Vi gkall nu formulera och bevisa Pytagoras' sats. I en rdtvinklig
triangel kallas de b&da sidornea omslutande den rdtes vinkeln fdr kateter
och den tredje sidan fOr hypotenusan. Med kvadraten p& en katet (eller
hypotenusan) avses kvedraten pd léngden av kateten (resp hypotenusan).

Sats 27. (Pytagoras' sats). I en rétvinklig triengel &r kvadraten
pé hypotenusan likamed summan av kvadraterna pi kateterna.

Bevis. Lat triengeln vars ABC med AC rat. L&t
a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AR|. Vi har att visa ® =8+ be.

Drag normalen frédn C mot lin- C
Jen AB, kalls fotpunkten D. D& ;
béddae vinklarna A och B &r spets- // l
iga ligger D p& striéckan AB. b/ t e
Sitt a, = |BD{, b, = |AD|. 4BCD / )
dr likformig med 2BAC {(en vinkel

gemensax, en vinkel rét). Alltsd 1
1 a o - . .
= - z 2 ® a,c. P& semms satt visas b2 = b1c. Alltss &r
2 2
a +%b = 2Q b]c = (a1 + b1)c = c2. Bev.
Vi skall ge andra bevis for Pytagoras' sats i samband med area-

begreppet (se avsnitt L.10).
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Sats 28. (Pytagoras' sats' omvdndning). Om man med beteckningarna
i beviset fér fdreglende s&ts har c2 = 32 + bz, s& &r AC rit.

Bevis. (Euklides). Konstruera en triangel A'B'C' med
[B'ct] = |Bc| = &, JA'C'| = |AC| = b och vinkeln C' rét. Kalla tredje
sidans léngd c¢'. D& &r c'2 =a + be. Men 4é c2 = a2 + b2 féljer
c' = ¢c. DA&rfdr a&r AA'B'C' = LABC enligt andrs kongruensfallet. D&
AC' &r rat a&r dirfdr ocksa AC 7rét. Bev.

Omvindningen av Pytagoras' sais bevisas oftas med cos-satsen,
c2 = a2 + t° - 2ab cos C. Man konstaterar as stt c2 = a2 + b2 medfdr
gcos C = 0 och dirmed AL 7r&t. Genom att kombinera detta med ett bevis

for cos-satsen fir man T0ljande bevis fOr omvidndningen till Pytagoras'

sats. B 3
tag att AC /////? A
inte &r rat. Drag /j>//’ h)\\? c,//// //ih
e
normalen frédn B ‘(// J \\ 4{//// :
not AC. Kalla fot- A D a e A c a 5

punkten D. Satt
h = |BD{, @ = |CD|. Pyiagoras' sats p4 ABCD och AABD ger
2 . 2 2 2 .2
-2 =(vo¢d)f -4 =

+ 2pd, dar tecznet beror p& om AC &r spetsig eller trubbig. Men i

2 2 - 2 PV
2°=n"+4d", ¢ =" + (v *+ 4)7, varav fdijer ¢
=t

<

véda fullen f&r vi en moisigelse mot c2 = 82 + b2.
Sedan likformigheten &r inf&érd och Pytagoras' sats bevisad kan man

pd vanligt sitt beskriva geometrin med koordinater. Man tar tvad vinkel-

réta sxler och fér en linlec ehkvation i formen ax + by + ¢ = O,

(a, ) # (0, 0). Avstdndet mellan punkterna (x. y.) och (x2, y2) blir

pd frund ev Pytagoras' sats vqx1 - xg)g + (y1 - yg)z, Man kan sedan

i

de’iniera vextor som en ekvivalensklass av lika riktede och lika lénga
stréckor och definiera skaléra produkten genor att ta den ena vektorns
jrojektion péd den andra. Men Ronstaterar direfter att axiomen i avsnitt
4,1 8r uppfylldéa. Man ken pd detta sitt inse att vi hiar har semma geometri
som 1 avsnitt 4,1.

Ovservera att 7i fér stt kunne visa att skaléra produkten &r kommutativ

méste ha likformighetsteorin. ILat OA och B
OB vara stracker, drag ncrmalerna AAi och A1 ///)7
231 mot linjerna OB resp OA. Vi behdver \\ ;
43 att |Oa| 0B | = [02] |OA,|. Men detta \l !
f&r vi frén att triangle'na OAA. och OBB1 . < > g

ar likformiga.

Ennetscirkelns ekvation blir x2 + y2 = 1. DPe trigonometriska funk-
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tionerna kan definieras med hjélp av enhetscirkeln och man kan bevisa

sinussatsen och cosinussatsen for trianglar, vilka med vanliga beteck-

ningar lyder

a b ¢

sin A sin B = sin C
c2 = 32 + b2 - 28b cos C

Dessa satser gor det mdjligt att berdkna vinklar och sidor i en triangel
d& négra av dessa &r givna sé& att triangeln &r bestdmd enligt kongruens-
fallen. Observera ocksé ati man omvént med dessa satser létt kan bevisa
kongruensfzllen och likformighetsfallen.

De béda satserna, sin-satsen och cos-satsen, kan kompletteras med
en tredje. Sétter man, i enlighet med sin-satsen, a = k sin A och

b =k sin 3 fé&r man
A-B A+ B

a-b_sin A - sin B _ 2 sin 75— cos 73
a+5 sin A + sin B . A+ B A-B
2 sin cos
2 2
varav

A -3
e - b . tan >
a+ b A+ B

tan

ny

Denna likhet brukar kellas tangenssatsen. Den kan anvandas did man kdnner

tva sidor &, d 1 en triangel och mellan liggande vinkel C och vill be-
rékna de béda Svriga virklarna. Denna berdkning &ar naturligtvis méjlig
genom att man forst med cos-satsen beréknar den tredje sidan och darefter
berdknar de bdda vinklarns med sin-satser.. Med tan-satsen far vi emeller-
tid vinklarna direkt. Man kénner ju &, b och A+ B (=17 - C) varfdr

satsen ger A - B och dérmed A och B.

L,8 Kleins modell f8r icke—euklidisk geometri

Den icke-euklidiska geometrin (&ven kallad den hyperboliska geometrin)
erhdlles fré&n absolut geometri genom tillégg av axiomet IE)} (se slutet av
avsnitt k.6). Fir att bevisa motsigelsefriheten for denna gecmetri behdver
vi en modell och tar d&rvid en modell konstruerad av F. Klein. Vi kommer
inte att studera icke-euklidisk geometri axiomatiskt utan endast i denna
modell.

SAtt 1 R2:
= {(x, )5 x° +y° <1}, 5 = {(x, ¥); x5+ y° = 1)

Med en punkt i icke-euklidisk (nedan forkortat i.-e.) geometri menar vi

)

en purkt i E. Med en i.-e. linje menar vi en korda i E, dvs méngden

av de punkter i E som ligger pé en euklidisk (nedan fdrkortat e.) linje
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som skdr E. Ordningen melian punkterna pé en linje skall i i.-e. geo-
metri varé densamma som pi kordan i e. geometri. Strécken mellan tvé
punkter blir dérfér densamma i i.-e. geometri som i e. geometri. Vi kon-
steterar 1latt att ABS 1) - ABS 3) &r uppfyllda. (FOr ABS 2) behdver vi
att reelle axeln och ett Oppet intervall péd exeln &r isomorfa ordnade
méngder. Dette kan man 1l2tt inse exempelvis genom att betrakta
=3 +x x -
Vi skall ocks& definiera vad som menas med en i.-e. forflyttning
(i.-e. kongruenstransformation) och bevisa ABS 4). Men innan vi gor
detta 1&%t oss konstatera att Euklides® parallellaxiom inte géller. Genom
en punkt utanfdr en linje finns alltid flera med den givna linjen parallellsa
linjer, dvs linjer som inte rakar den (inom E).
Vi kan ge de i.-e. forflyttningarna
(x, y)+> (u, v) genom att séga stt det &r de
avbildningar {Or vilka

a,x + b1y + c1 _ a X + b2y + 02

v =
ax + by + ¢C ax + by + ¢

(1)

u =

och for vilke E Overfdrs bijektivt 1 sig sjélv
Tvé linjer genom P

parallella med L.

och samtidigt S bijektivt i S. Fdr satt be-
grinsa de nodvindiga kalkylerna férfar vi pé
f8ljande satt.
Vi definierar explicit tvd enkla typer av i.-e. f8rflyttningar
{x, y)+>{u, v).
I} En euklidisk £érflyttning av E som avbildar origo p& origo.
Denne bibeh&ller eller omkastar orienteringen och kan skrivas
{? X cos® - y siné {é
. resp
v = X sing + y cos8 v

Observers speciellt & = 0 1 de sista formlerna. Vi fér u = x,

X cos8 + y sin8

x siné - y cos®8

v = -y, som innebdr en spegling 1 x-axeln.

I1) En i.-e. translstion léngs x-axeln:

X = 8 /1--32

L - L S

Eftersom |a| < 1 &r nimnaren inte O fér |x| <1, dvs varken i
£ eller pd S.

Vi kallar en f3rlyttning av typ I eller II en elementdr forflytt-
ning. De elementdra firflyttningarna har f&ljande egenskeper.

&) En punkt {x, y) i E flyttas till en punkt (u, vJ 1 E och
en punkt (x, y) p& S flyttas till en punkt {(u, v) p& S. Detta &r
trivialt f6r I och féljer f3r II ur
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2 2 _ x-a.,2 (1- a‘?)y2
1-u =-v =1- (1 — ay) > =
i (1 - ax)
2
- 1 -8 = (1 - x2 _ y2)
(1 - ax)

b} En elementdr férflyttning har en invers som &r en elementdr for-
flyttning. Ty om vi ldser sambanden mellan (x, y) och (u, v) med av-

seende p& x och y fér vi

x = u cos{- 8) - v sin(- 8) {f
&

y
X =

u cosf + v sind

u sin{- 8) + v cos(- 6) u sin® - v cos6

och

u+ 8 _ Y1 - 32 v

1 + au YT 7 + au

P& grund av &) och b) vet vi atit en elementér férflyttning av-
bildar E bijektivt pA E och S bijektivt pé S.

¢) En elementdr forflyttning Sverfdr en i.-e. linje i en i.~-e.
linje med bibeh&llande &v ordningsrelationen pé& linjen. Detta &r trivialt

£8r typ I. En férflyttning av typ II dverfdr punkterna pé en linje

° s s c - 8 2z
x = ¢ 1 punkter pg linjemn u = 3= - Eftersom = /1 - a
1 - ac

bibeh&lls ordningen. Punkterna pé en linje y = kx + m dvergédr i punkter
£6r vilks

Ji - a v = k32 ta 0
1 + au 1 4+ 8u
—

/1 -8 v=x(u+a)+mnl1+au)

vilket ir ekvationen fér enm linje. Ordningen p& y = kx +m ges av

x-koerdinaten. FOr att visa att ordningen bibehdlls behdver vi dérfor visa
att xo—a%—f—iz ir strangt vixande. Detta kan gdras med derivering men

féljer direkt frén

x-a _t-8 _f(x-t)(1- a?)
1-ax 1-at (1 -ax)(1 - at)

Vi gér nu f8ljande definition. En i.—e. kongruenstransformation eller

férflytining &r en sammansdttning av éndligt minga elementéra férflyttningar.

Med utnyttjande av egenskaperna fOr elementdra férflyttningar far vi f6lj-
ande egenskaper fér i.-e. forflyttningar.

a) En punkt i E flyttas till en punkt i E, en punkt p8 S flyttas
till en punkt pé& S.

b) Varje i.—e. forflyttning har en invers som ocksé &r en i.-e. for-
flyttning.

¢) En i.-e. férflyttning Sverfdér en linje i en linje med bibehdllande
av ordningsrelationen p& linjen.

d) Sammansdttning av tvéd eller flera i.-e. férflyttningar &ér en
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i.-e. forflyttning.

Egenskaperna a) - 4) visar att ABS 4) a) - ¢) &r uppfyllde. Ater-
stdr ABS k) 4).

e) En godtycklig punkt i E kan flyttas till origo genom en i.-e.
f3rflyttning. Ty vi kan vrida E s& att punkten kommer till en punkt
{a, 0). En i.-e. translation Sverfér (a, 0) i (0, 0).

f) Origo kan flyttas till en godtycklig punkt. Ty vi kan ta in-
versen till den forflyttning som flyttar punkten till origo.

g) En godtycklig punkt ken flyttas till en godtycklig punkt genom
en i.-e. forflyttning. Ty vi kan filytts den fdrst till origo och dérefter
til11 den andra punkten.

Féljande lemms &r tekniskt nddvandig med var definition av i.-e.
férfiyttning.

lemma. En i.-e. fdrflytining som hdller origo fast (som avbildar
origo p& origo) &r em elecmentdr forTlyttning av typ I.

Bevis. Vi visar f6rst att varje i.-e. fOrflyttning kan ges 1 formen
(1) med liémpligt veal av koefficienter. Eftersom detta &r sant for de ele-
mentéra férflyttningarna behdver vi endast visa astt sammanséttningen av
tvd av formen (1) &ter har denns form. L&t

r 4 £ ¢ +
. - d1u + e,V e . - dzu T eV f2
du + ev+ T du +tev+ T

vara en annan avbildning som flyttar (u, v} till (s, t). D& &r
0.4+ +1 + o +
(a,d,+ ase,+af )x + ( 19847028, Lfi)y . (c e +e e +ef,)
(a1d+a°e+af)x + (b1d+b
o~

s =

e+bf)y + (c1d+c etcfl)

2 2
och vi fér ett uttryck for 1 med samma namnare. Detta ger en sammansatt
avbildning frén (x, y) till (s, t) av formen {(1). Alltsad kan varje i.-e.
férflyttning ges i formern (1).

L&t oss nu te en férflyttning av formen (1) som &verfér (0, 0) i
(0, 0). Insdéttning ger c, = 0, ¢, = 0, ¢ # 0, Vi vet att alla punkter pé
S O&vergdr i punkter pd S. Att insf@ttning av (1, 0) och (- 1, 0O} skall

ge punkter pd S medfdr

varav foljer
(a + ¢c)” = {-a + ¢)
ac = 0

och eftersom ¢ # 0 f8ljer hirav a = (0. P& motsvarande satt visar vi
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med hjdlp av punkterna (0, 1) och (O, -1) att b = 0.

Vi tar nu c = 1 ({vilket &r tilldtet eftersom c ¥ O och vi kan
multiplicera samtlige koefficienter i (1) med sarma tel # 0). (1) far
dé& formen

u = ax + bTy v = axX + Db
Att insdéttning av (1, ©), (G, 1) och (1/¥2, 1//2) skall ge punkter
pd S wmedfdr

2 2 _ 2 2 _
a,“ +a, =1 b, S+ b, =1

e.1b1 + aZb2 =0

Med © valt sd att a, =cosb, &, = sing  erhdlles
(b1, bz) = I (sin® , - cos® ), Gvs avbildningen &r en elementdr forflyt-
tning av typ I. Bev.

n) Om A, B, C &r tre punkter som inte ligger pé linje finns det
en enda i.-e. forflyttning som dverfdr A i origo, B i en punkt pé& po-
sitiva x-axeln och C i en punkt i &vre halvplanet. Ty att en sddan av-
bildning existerar fdéljer av att vi kan flytta A till origo, darefter
vride kring origo tills 3B kommer p& positiva x-axeln och slutligen
eventuellt komplettera med en spegling i x-axeln s att C kommer i
Bvre halvplanet. Om det funnes tvd sidana avbildningar skulle inversen
ti11 den ena f6ljt av den andra ge en i.-e. f&rflyttning som overforde
origo i origo, en punkt pé positive x-exeln i en punkt pé positiva x-
axeln och en punkt i &vre halvplanet i en punkt i &vre halvplanet. Vi har
att visa stt en sddan méste vara identiteten. Men att origo &vergdr i ori-
g0 betyder enligt vért lemma att avbildningen &r av typ I. Att en punkt
med x > 0, y = O skall Svergé i en punkt med u> 0, v=0 betyder att
f6r denna punkt {x, O) skall x cosé > 0, x sine = 0, vilket ger
sine = 0, cosg >0 och alltsd us=x, v= : y. Att en punkt i dvre
halvplanet &vergdr i en punkt i Svre halvplanet ger slutligen v = y.

Harav kan man nu sluta ABS L)d) (avsnitt 4.2), ty det specialfall
som behandiats i h) ger det allmédnna fallet eftersom varje punkt A,
str&le AB och sida om linjen AB kan i.-e. flyttas till origo, po-
sitiva x-axeln och 8vre halvplanet och eftersom de i.-e. férflyttningarna
bildar en grupp.

Dirmed Ar modellen av icke-euklidisk geometri helt beskriven. Vi vet
att axiomen ABS 1) - ABS L) &r uppfyllde liksom axiomet IE.

Vi har dirigenom klargjort att Euklides” parallellaxiom inte kan
f51ja frén de &vriga axiomen. Ty om sé& vore fallet skulle axiomet IE

motsiges av dessa axiom. Men dé skulle vi ha en motsigelse i vér modell
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avi.-e. geometri. Eftersom denna modell &r given inom euklidisk
geometri skulle motsdgelsen innebdra en motségelse 1 euklidisk geo-
metri. Om Euklides” parallellaxiom kunde bevisas frén de Ovrige ax-

jomen skulle vi alltsé ha en motsigelse inom euklidisk geometri.

4.9 Icke-euklidisk geometri i Kleins modell

Vi kompletterar med vissa egenskaper hos icke—euklidisk geometri.
Vi ndjer oss dérvid med att visa dessa i modellen, vilket logiskt sett
&r en brist. Vi vet ju inte att ett p& s& sétt erhdllet resultat méste
£f61ja frén axiomen. (Men man kan bevisa att sd alltid &r fellet.)

Vi bérjer med direkta bevis fOr satserna F1 (avsnitt 4.3) och
F2 (avenitt 4.L), vilka vi tidigare gav utan bevis (se dock Appendix 3).

i) Fér tvéd punkter A, B finns en i.-e. f6rflyttning som Sverfdr
A i B och B i A. Ty vi kan alltid flytta A till origo och B
till en punkt (a,0). Det rdécker darfor att behandla detta specialfall.
Men en i.-e. translation av typ II flyttar (=&, 0) till (0, 0) och
(0, 0) till (-a, O). Om den fdljs av en vridning ett halvt varv kring
origo flyttas (&, 0) tiil (0, 0) oeh (O, 0) till (e, O).

Vi visar nu F1, att en strécka inte kan vars kongruent med en del
av sig sjélv. Lat AB vars en strécka och antag att en 1i.-e. forflytt-
ning flyttar A till A1 och B till B, varvid striackan A1B1 ar
en (&kta) del av stréckan AB. Efter eventuell tillémpning av i) p&

stréckan A1B1 kan vi anta att AB och A1B1 &r olika riktade si& att

B1 ligger pé stréckan AA1. A B
Tillémpas i) pd AA, flyttas —+— t 4
A,B, till er kongruent stricka B, A,
A32 med B, pé AB, B, # B.

. . c Eventuellt A = B, eller
Vi skulle 8lltsé ha en i.-e. 1

. . R . - A, = B men inte bada.
forflyttning som O6verfor stréckan 1

AB i en delstrécka AB,. Men detta ér omdjligt pd grund av vArt lemma.
Ty flyttas A till origo och B till en punkt pd positiva x-axeln sé
dr den avbiléning som Sverfdr AB i A32 av typ I dvs en euklidisk
forfilyttning. Den har antingen formen u =x, v=Yy eller u = Xx,
v = -y (jfr veviset f6r h). I bdda fallen &vergdr varje punkt (a, O)
i sig sjélv. Detta visar F1.

j) Fdr en vinkel BAC finns en i.-e. fdrflyttning som &verfdr
strélen AB i strdlen AC och striélen AC i strdlen AB och ddrmed

vinkeln i sig sjilv. Ty lagger vi vinkelspetsen i origo, ena vinkel-
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benet léngs positive x-axeln och andra vinkeibenet léngs linjen frén

origo till en punkt (cos® , sin8 ), s& ger avbildningen av typ I

u=xcosb+y siné

v =xs5in®-y sin®
den sd3kta svbildningen.
Frén j)} f6ijer F2 p& samma sétt som F1 ovan féljde frén i).
Ett knep for att erndlls resultat i modellen fori.-e. geometri
ir att flytte en intressant punkt till origo.

Exempel. L&t oss bestédmma den i.-e. mittpunkten pé stréckan frén
1

(0, 0) till (5, 0). Kalla denne (&, 0) och flyttas den till origo. P&
- . o . 1
grund av formeln u = %—:—3; dvergdr (0, 0) i (-s, O) och ET 0)
(érf—éé, 0). Att origo nu &r mittpunkten ger
=l—:—2—a’&=2_'/§.
c = a

En snnan metod att bestdmme mittpunkten &r att kopiera beviset i
. . . v . 1
avsnitt 4.3 f6r mittpunkt av stracka. Tag exempelvis (C, 3). Om (C, 0)
. . . .
translateras till (%3 0} Odvergar ({(C, %) i (53 v) dar

-—
'
e}

vm—t 13
- 1 2 4
1+ > G
En i.-e. vridning ett halvt varv kring miﬁ}punkten p& den givna stréckan
méste darfor Sverfdra (O, %) i (%3 - —%). Mittpunkten (a, O) mndste
alltsé ligge pa stridcken mellan dessa béda punkter, vilket ger
X
= —=2 1.1 -o_
2 L

Vid origo dverensstimmer i.-e. méttet pd en vinkel med det eukli-
diska. Ty en e. rédt vinkel vid origo &r aven i.e. réat, eftersom vi har
Bpegling i x-axeln. Dessutom ir halvering och summering detsamma i béde
geometrierns.

I allménhet &r emellertid det e. och det i.-e. méttet pé en
vinkel olika. Att vinkelsumman i en triangel alltid &r mindre &n 2R
&r en f61jd av axiomet IE. Detta konstaterade vi avsnitt L4.6.

Men vi kan ocksé visa det direkt i vidr modell. Eftersom en triangel kan
delas i tvd rédtvinklige triasnglar, récker det att visa det f&r rétvink-
lige trianglar.

Tag en triangel med hdrnen A = {a, 0}, B = (0, b), C = (0, 0).
Den i.-e. translationen som flyttar A till origo flyttar B till
(~-a, /G - 8 ) oech C till (-a, O). Den i.-e. vinkeln vid A
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—

N
\ (a,0) {(-=,0)

indres dérvid inte (eftersom vi gdr en i.-e. kongruenstransfarmation).
Efter férflyttrningen Overensstammer den med den euklidiska. Men eukli-~
diskt minskar vinkeln vid férflytiningen. Alltsé &r det i.-e. méttet
£8r vinkeln vid A mindre &n det euklidiska. Motsverande gédller vid 3.
Eftersom vinkelsumman i A ABC euklidiskt & 2R, maste den icke-
euklidiskt vara < 2R.
Vi vet frén avsnitt b.3 att vi kan infére léngd av striécka. Vi
frigar oss dérfér val léngien av strdckan frén origo till (a, 0),
a >0, & , icke-euklidiskt sett. Kella dennsa léngd f{a). For &t den-
ne skall vara entydigt bestémi méste vi normera i.-e. l#ngd, dvs pd négot
sétt mge vad som har léngien 1. Vi gdr dette genom ati slé& fast att for
punkter nira arigo skall i.-e. och e. avstadnd vera approximativt lika,
dvs
lim fia) _ 1 (2)
a+0 + °
For att beraxna f{a + h) translaterar vi (a, 0) till arigo. D&
flyttas origo till (-a, 0) och {a + h, 0) till
( h
1~ a(a+ h)

, 0). Alltsd & fér h>0:

n
{ =
f{a + h) 1‘(:1)4»1‘(1 a(_a+h))
och fér h«< 0O:
I Ve _h
f\a;—;(a+h)+f(1_a(&¢h) )
Dette ger
fla +n) - fla) _ __ S ex e  reay
h 1 - a{a + h) '
L&ter vi h-+0 fé& vi hé&rav
1 1 1 8
.3 = — —_—
£ (a) = fla) =3 1n T/

1 -8
d&r integr stionskonstanten &r erhéllen frén f£(0) =
Exempel. Mittpunkten pd stréckan frén origo till %, 0) kan nu
alternativt erhdllas genom att man beréknar den i.-e. ladngien d av

stréckan och halver & denne. Mittpunkten (e, 0) skall dérfér saisfierw
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1 4+

VY B

ln

[)0)

1
d—.—
2 4

[\V) B

vilket ger & = 2 - /3.
Exempel. Att x-axeln inom E verkligen i.-e. &r oéndligt léng

kan man &skadliggdra genom att ta den translation som flyttar origo till

+ .. .
(%3 0). Fér denns géller u = 2%—;—%. Men kan dérigenom berdékna punkter
(xn, 0) pé lika i.-e. avsténd, d&r

1 _ b _ 13 _ ko

Xg = g, X, =5 X5 = 5 Xg =9 XL STy oo
Bland de linjer genom en punk:t vilke &r parallella med en given
linje finns det tvd som &r extrema. Tag exempelvis linjen x = &,
a>0 och 18t punkten vara origo.

De extrema parallellerna till

x = & &r de som gar genom punk- Ve

terna (a, * #G ~ a”) p& cirkeln S. /' i
a !

L&t dessa bilda vinkeln a med \ a

positiva x-axeln (= normalen frén
origo mot linjen x = a). D& ar

cosa = a. Infdr det i.-e. av-
. 1 .
stédndet d = <= 1n lrse frén
2 1 - a8

origo till linjen.

=Ly tcosa 1 cg . [3
d=71n 3T coS & > 1n cot 5> = 1n cot >
e-d = tan g

Fér olika d-viérden har vi olike a-viérden och omvint. Detta inneb&r ett
geometriskt samband mellan ldngd och vinkel. Eftersom vinkel &r ett ab-
solut begrepr som kan ges internt inom geometrin, &r darfér i i.-e. geo-
metri &ven léngd ett absolut begrepp. Liksom enheten fér vinkelmétning,
den rédts vinkeln,kan ges inom geometrin kan den av oss valde enhetsstrickan
beskrives inom geometrin. Vi kan d&rfdr inte ha nédgon likformighetsteori
i denna geometri. (Jfr ocks& teorin fOr area, avsnitt L.11)

Det finns inom i.-e, gecmetri formler, som sammanknyter sidorna och
vinklarna i en triangel. Vi ndjer oss hér med att ange motsvarigheten
till Pytagoras' sats, dvs vi hdrleder sambandet mellan sidorna i en rét-
vinklig triangel.

L&t kateternas i.-e. léngder vara a och b och hypotenusans

i.~e. léngd vara c. Lat deras euklidiske léngder om de avsatts frén
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1 +
ln L

origo vara u, v resp w. Vi har a = %' — vilket kan skrivas

& -a
e - e
U 5 —m————

e + e
och motsvarande semband gdller mellan v och b och mellan w och c.
Lit fdrst triengelns hérn vara (0, 0), (u, 0), (0, v). GSr den
i.~e. translation léngs x-axeln som flyttar dessa punkter till
(-u, 0}, (C, 0), (-u, /- v). Harav w2 = u2 + (1 - u2)v2,
vilket kan skrivas 1 - Wl = (1 - u2)(1 - v2). Men
2 )2

1 =-u = { =
e + e
Infér man cosinushyperbolicus genom
X -x
e + e
2

s& f&r man 1 -~ u2 = 1/(cosh 2)°. Motsvarande uttryck for 1 - v2 och

cosh x =

2
1 - w~  ger slutligen

cosh ¢ = cosh & cosh b
x2
Observera att cosh x = 1 + = + ... varfér for smid trianglar det

erh8lina sambandet -an sXrivas
2 2 2 2 2

S ooy o+ By 42 & ,b
1+ > {1+ 2)(1 + 2) &1+ > + 5

i dverepsstimmelse med Pytagoras® sats.

(Det finns eun motsvarande formel i sfarisk geometri; se Appendix 4.)

L,10 Area i euklidisk geometri

Vi skall diskutera areabegreppet i euklidisk geometri i detta av-
snitt och i icke-euklidisk geometri i nésta avsnitt.

Areabegreppet visar sig i euklidisk geometri vara kopplat till lik-
formighet och till Pytagoras' sats.

Vi vill definiera area for begrénsade polygonala omrdden. Om
arean av ett amréde D betecknas m(D) vill vi att féljande villkor
skall vara uppfylldsa.

AR1) m(D)>0,

AR2) m(D) = m(D;) + m(D,) a8 D delas i tvd omrdden D, och D,

AR3) m(D1) =m(D2) da D, och D, &r kongrenta.

Dessa tre villkor skall éven vare uppfyllda for erea i icke-eukli-
disk geometri. bi har att dessutom fastligge enhet £3r area.

AREL) I euklidisk geometri skall m(D) vara 1 44 D &r en kva-
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drat med sidan 1.

Vi skall diskutera existens och entydighet av en sédan funktion
och bdrjar med entydigheten. Vi antar sdledes att m(D) existerar och
satisfierar villkoren ovan och visar hur m(D) kan entydigt beréknas.

1) L&t D vara en kvadrat med sidan 1/n, n heltel. Dela en
enhetskvadrat i smd kvadrater med sidl&ngd 1/n. Det blir n2 sédans
kvadrater. Var och en av desse &r kongruent med D och har darfoér

arean m(D). Genom upprepad anvéndning av AR2) fir vi frédn AREY):
1=n(d) +mDd) + ... + (D) =n° n(D)

Alltsd &r m(D) = 1/n2
2) L&t 5 vara en rektangel med sidor & och b, bdds rationella.
Sétt a = p1/q, v = p2/q dar p., Por Q &r positiva heltsl. Dela D i
kvadrater med sidan 1/q. Det blir P,P, sddana kvadrater. P& grund av
1) f&r vi
P, P,

1
m{D) = PPy, T, = ruiry = &b

q
3) Om D &r en delmAngd av D, d& &r m(D) < m(Dl). Ty om D

inte &r helsa D1 delas D1 i D och resten D1\‘D. Vi far

m(D1) = m(D) + m(D\D1)>m(D)

LY D &r en rektangel med sidorna a och b. VAlj féljder av

rationelle tal an‘ och a_" s&dana att ap' <ac< an",

4

%’»a,qﬁ+a.vmjpésmmas&x b;
4 &d

3) fér vi

och bn". P& grund av 2) och

2 ' ' <m(D)<a ™"
n on - = "n n

Léter vi hér n-+e, far vi m(D) = ab.
5) L&t D vara en parallellogram med bas b och hdjd h. Genom

att skére av en triangel och parallellfdérflytte den {ev upprepat ett an-

T~ ‘"'__/

Upprepas tills
en rektangel
uppstér.

[ _rr

Delning och hopsétti-
ning till rekitangel

tal glnger) nir man en rektangel med samme bas och hojd och samma aree.
Alltsé m(D) = bh.
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6) L& D vara en triangel med bas b och hdjd h. Av tvé kon-
gruenta exemplar gdr man en parallellogram med samma bas och h&jd allt-
s& m(D) = 3 bh.

/

Jh

7} Eit godiycklig: polygonalt omrdde D kan delas 3 trianglar
D1, ceey Dn. Valjer man f6r var och en av dessa en bas 'bi och mot-
svarande hdjé hi’ sé &r
% b1h1 + ... 0+ % bnhn
Detts visar att m(D) &r entydigt bdestémd. Det finns alltsd hogst en
funktion m som satisfierar AR1) - AREL).

m(D) = m(D1) + .04 m(Dn) =

Vi skall pd tvé sitt visa existensen. Forst en metod utan gréns-
8verglng. Direfter en snabbare metod byggd pé grénsdvergéng i nara an-
slutning till integralbegreppet.

Fér en triangel definierar vi m(D) =-% bh. Vi har dd att fdrvissa
oss om att denne definition &r oberoende a&v vilken sidea vi vdljer till

bas. Med beteckningarna i figuren dr & AEC 1likformig med A BDC

(1ike vinklar). Harav B
E
21 ke
b2 hj
e ’:n
sa att bihT = b2h2. A D b1 ¢

Ett godtyckligt polygonalt omréde D delar vi upp i trianglar
Dis+--» D och definierar m{D) som igﬂ m(Di). Vi méste emellertid
vise att denna summa &r densamma £Or tvd olika uppdelningar i trianglar.
Eftersom, som man l&tt konstaterar, tvé& uppdelningar har en gemensam
finare uppdelning &r allt vi behdver studera fallet di en triangel delas
i mindre trianglar.

Lemma 1. Om en triangel D[ delas i smatrianglar Dis.ees D

n
-1 e
s& ar

"M

m{D) =
i

1 m(Di)

Beviset uppdelas i flera steg.
1) D delas i tvé trianglar av en linje genom ett hdrn. Vi har @i

D delad i tvd deltrianglar D, ock D2 alla med samma hdjd och med
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o f3r vilka b = b1 + b2. Alltsé &r

1 1 _
> bh+5boh = m(DY) + m(D2)

2) D &r delad i trianglar som har alla hoérn pd tva av D:s

baserna b, b1, b
m{D) = E-bh = -5-(131 + b2)h

sidor, sdg AB och AC. L&t Dyseres D _4s Dn vars trianglarna

n—
réknade fran A. Pistdendet i o

lemma 1 &r redan bevisat for
n = 1, 2. Antag det géller

f6r n - 1. L&t beteckningen

vara vald s& att Dn ir

AB1BC. Dé &ar A 31 B
n n-1
21 m(Di) = if-l m(Di) + m(Dn) = m(AAB1C) + m(Dn) = m(D)

dar den sists likheten féljer frénm 1).

3) Om en linje skér en triangel D, kan D delas i smétrianglar
med de nya hdrnen p& den skirande linjen och sédana att summen av smé-
trianglarnas m-virden &r m{D). Ty om linjen gér genom ett hdrn ftljer
detta frédn 1), om inte gdr vi konstruktionen i figuren. Fir summan av
m-vardens tillémpar vi 2), C
i det vi observerar att .
alla hdrn ligger pd& AC
och BC. A B

k) LAt nu allmént en

triangel D vara delad i smitrianglar. En linje som skdr D skér
ndgra av smétrianglarna. GOr konstruktionen enligt 3) for var och
en av dem. Vi fir en ny uppdelning men med samma swmsa av m-varden.
Ty varje m(Di) ir efter konstruktionen ersatt med ndgra termer som
har m(Di) som summa.

5) L&t triangeln vara ABC. Drag genom A 1linjer, en i taget,
och tillémpa konstruktionen enligt L)}. Gdr detta s& att alle hdrn

_-Linje 2

_ —1Linje 1
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ligger p& dessa linjer (alla nya hdrn ligger ju pé komstruktionslinjerns,
dessa linjer vBljs s& att de glr genom de gamla hdrnen). Linjerna skér
BC i punkter B = EO’ E1, E2,..., Ek = C, tagna i denna ordning. Efter-
som det inte finns ndgra hérn inuti AAEi—‘lEi eller pé stréckan
Ei-1Ei kan vi tillémpa 2); summan av m-virdena &ndras inte om upp-
delningen av A AE, 15 ersétts med den odelade triangeln AE. E..

Vi har dérmed reducerst problemet till det fall 48 triangeln &r delad

av linjerns AEi. Men
ytterligere en till-
lémpning av 2) (alls
hdrn ligger pé CA
och CB)} fullbordar

beviset av lerma 1. Bev.

A

Sedan lemma 1 &r bevisad fungerar definitionmen av m(D) f6r god-
tyckliga polygonala omrdden. Man konstaterar létt att AR1) - AREL) ar
uppfyllda.

I ett andra bevis for existensen sv m(D) véljer man tvé vinkel-
réta linjer, kallar dem axlar cch betraktar forst endast axelparallella
omréden, dvs omréden vars rand bestdr av striackor var och en parallell
med négon av axlerna. F3r en axelperallell rektangel med sidorna & och
b definierar man m(D) = ab. Ett godtyckligt axelparallellt omré@de D
kan delas i axelparsllelle rektanglar D1,:.., Dn och man sétter m(D) =
'2 m(Di). Man har ati bevisa fdljande lemma.
1= lemma 2. Om en axelparallell rektangel delas i mindre exelparallella
rektanglar D, s& gédller m(D) =% m(Di).

Beviset &r vésentligen detsamma som fér lemma 1 men betydligt enk-

lare. Fdr en delning av en rektangel i tvd har vi

b1 'b2

1 * b2) = ab, +ab, = m(Dl) + n(Da)

Med sédena tudelningar kan vi dele upp rektangeln tills alla delnings-—

m(D) = ab = a(b

stréckor &r utdragna som strédckor mellan motsatta sidor i D.

Om sidorna i D &r

delade i strackor av

léngder &, Tesp bj

ar da :
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iZ,jm(Dij) ifj aibé (E ai)(§ bj) ab = m(D)
Diarmed fungerer definitionen av m(D) for godtyckliga axelparallella
omrdden D. )

Fér godtyckliga omrdden definierer man m(D) med en limesprocedur,
genom att man inskriver och omskriver axelparallella polygoner. (De steg
vi dérvid anvént ing8r i definitionen av dubbelintegral. Om definitionen
av dubbelintegral &r kiénd kan darfdr arean m(D) definieras som [f déxdy
dvs dubbelintegralen over funktionen 1 dver omrédet D.)

Observera att man med denna definition av area endast vet att arean
&r ofdrandrad vid en parallellfdrskjutning och méste visa att den &r
ofdréndrad vid en vridning. Dette kan ske pd féljande si&tt. En snett
liggande rektangel kan genom delning och hopséttning Overfdras fOrst
till en parallellogram med ena sidparet parallellt med en axel och dér-
efter till en axelparallell rektangel. Parallellogrammen har samme m(D)

som bide den sneda och den axelparallella rektangeln (delarna har en-

dast parallellftrskjutits och sedan hopsatts pd annat sétt). Parallello-
grammen har ocks& samma bas och hdjd som vardera rektangeln men med olika
sidpar som bas. Att for en parallellogram "basen glnger hdjden" &r den-
samme vilket sidpar man vdljer som bas, bevisas som fOr trianglar, dvs
med hjdlp av likformiga trianglar.

Bevisen ovan for existensen av area bygger p& likformighetsteo-
rin. Omvént kan existensen av ares anvéndes for bevis av transversal-
satsen f8r tvd skirande linjer och dérmed ge likformighetssatserna. Se
figur. AC och BD &r
psrallella. A ACD o
A ACB har samma bas
och lika hdjd. Deras
areor &r 4arfér lika.

A C
Addera A OAC. Vi far =

Bf

\D

area som A OAD. Genom att betrakta trianglar med samma hdjd far vi

att A OBC har samma
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m{ AOAC) _ 10Al m( 4 OAC) _ 10C!
m( AOBC) 0B m( £ OAD) ~ 10DI

Dette ger transversalsatsen for linjerna OAB och OCD.

Med hjélp av ares kan man ge alternativa bevis for Pytagoras'
sets. Vi ger ndgra s&dana bevis.

14t =a, b vara kateternas léngder och ¢ hypotenusans l&ngd
i en rétvinklig triangel. Vi konstruerar en kvadrat med sidan

a + b och uppdelar

denne s& som figuren
visar. De fyra tri-
anglarne har till-
sammans erean

! 923 = 2ab. Dirfér &r a

2eb + c° = (a + b)2
vilket forenklat ger Pytagoras’ sats.

(Omvént, om Pytagoras' sats &r bevisad kan denna konstruktion an-
vindas T8r att visa att for den inre kvadraten D géller

a{D) = {(a + b)2 -4 %? = a2 + b2 = c2

Harur f&ljer litt areans invarians vid vridning.)

Eftersom en kvadrat med sidan & har arean d2 kan Pytagoras'
sats tolkas som en sats om areorna av de kvadrater som kan uppritas
p& kateterna och hypotenusen. Euklides gav f&ljande bevis for Pytagoras'
sats i denna tolkning.

Se figur. Trianglarna PAB och CAQ &r kongruenta och har allt-

s& samma ares. Kvadraten med tre hérn P, A, C har en area som ar
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dubbla arean av den ena triangeln (samme bas och hdjd) och rektangeln
med tre horn A, Q, R har en area som &r dubbla arean av den andra
triangeln (samma bas och hdjd). Kvadraten och rektangeln har alltsd
samme area. P& samme sdtt visas att kvadraten med tre hérn T, B, C
har samme ares som rektangeln med tre hdérn B, S, R,

Slutligen ger vi ett bevis for Pytagoras' sats i vilket man
plockar ihop kvedraten pd hypotenusan av kvadraterna pé kateterna,
pd lémpligt s&tt uppdelade.

AN

Dele kvadraten p& den sidrre kateten genom tvd stréckor, den ena

parellell med, den andra vinkelrdt mot hypotenusan s& sam figuren visar.
Tillsammans med kvadraten pd den mindre kateten fir man fem bitar som

man 1dtt plockar ihop till kvadraten pé& hypotenusan. Detaljerna dver-
ldtes &t lasaren. Observera att bitarna i detta bevis inte vrids utan
endast parallellfdrskjuts.

Siutanm@rkning. Vi ser sdledes att likformighetsteorin, Pytagoras'
sats och areabegreppet hénger ihop. Vilken man i en framstdllning av geo-
metrin fir f3rst och vilka man drar som konsekvens beror visentligen

pd vilken utgingspunkt (axiomatik) man tar foér geometrin.

4.11 Area och defekt i icke-euklidisk geometri

Vi skall i detta avsnitt vise att aree i icke-euklidisk geocmetri
hénger ihop med vinklar; nir man kénner en triangels vinklar kan dess
area berdknsas.

Vi vill &ter inféra area fdr begrénsade polygonala omréden. Den
skall uppfylla villkoren AR1) - AR3) givna i fbregdende avsnitt. Vi

Xan nu inte normera arean pd samma sitt som i AREL); det finns ju inga
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kvadrater i i.-e. geometri. Men for smd figurer &r i.-e. geametri
approximativt like med den euklidiska. Vi tar darfor:

ARIL) Fo6r varje liten rdatvinklig triangel D i vilken kateterna
bar léngderna & och b &r arean m(D) approximativt
likamed é-ab.

Noggrant uttryckt betyder detta: For varje e >0 finns ett

5§ >0 sidant att det fdr varje rétvinklig triangel D med kateter a och

b, bédda mindre &n 4, giller
(1-e) 2 <np)<(1+¢) B

Vi skall visa existensen och entydigheten av m(D) och bdrjar med
entydigheten. Vi kan dels upp ett polygonalt omrdde i smd trianglar och
var och en av desse i tvd rétvinkliga trianglar. Vi fér ett antal rat-
vinkliga trianglar Di med kateter &, bi' Om alla trianglarnas &r till-
rédckligt sméd géller

1 1
(1 = ¢) > aibi~<m(Di)<(1 + ¢) 5 aibi
fér varje i och ddrfor

1 1
(t-e)3z aibi<m(D)< (1 +¢) > L ab,
Alltsd ligger m(D) i ett intervall Jc, d[ dér

1 + €
1 -¢€

ol

D& e &r ett godtyckligt positivt tal visar detts entydigheten av m(D).

For att klare existensen betraktar vi vinkelsumman i en triangel.
Denna &r ju i i.-e. geometri mindre &n 2R. Skillnaden mellan 2R
och vinkelsummen kellar vi triangelns defekt. Vi vdljer att méta vink-
lar i radiesner och fdr d& att defekten fér £ ABC med vinklarna A, B, C
gr w - (A+B+C). Om D &r en triangel sitter vi m(D) = D:s defekt.
Ett godtyckligt polygonalt omréde delar vi i trianglar Di och sdtter
m(D) = ¢ m(Di) och kallar detta D:s defekt. For att denna definition
skall vars korrekt behdver vi visa lemma 1 i fSregfende avsnitt fOr den-
na funktion m. Beviset &r detsamma som i fdregdende avsnitt utom fdrsta
steget, d& en triangel delas i tvd trianglar med en linje genom ett hérn.
Men att defekten f&r hela triangeln i detta fell &r summan av deltriang-
larnas defekter fdljer direkt fré&n definitionen av defekt (jfr ockséd
férsta delen av beviset £3r sats 16, avsnittAh.6).

Defekten m(D), definierad p& dette sdtt, satisfierar AR1) - AR3).

For att verifiera ARIL) tag i v&r modell av i.-e. geometri en triangel
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med nhérn (0, O), (a, 0), (O, D), dér a>0, b>0. Vi skall ldte a
och b vars smid och vet att a och b d& approximativt &r langden
ev de bada kateterna. For att berdkna vinkeln A (vid (s, 0)) flyt-
tar vi denna punkt till origo genom en i.-e. translation. Dérvid over-
gdr (0, 0) i (-e, 0) och (0, ) i (-a, b/1~ a%) s& att

AR 32

tan A =
a
Likasé &r
2
_a/1l-%
tan B = D
Detta ger
tan A+tanB _ 1 b2 /1 -a° + a2 /1 - 1°
tan (A + B) = _ —————e——e————

1-tan A tan B @b (1_/;__—32"/1__;?)"

For defekten gdller 4arfor

tan{n - (A+ B +C)) = tan(% - (A + B)) = cot{(A + B) =

YV

Eftersom det fOr sm& vinklar géller tan xmx récker det for att viss

att defekten sastisfierar ARI4) att vi visar

1= /{7- ag - b2
— -

1 -8 + 32 1-%

1 4 (e, v)+1(0, 0)
2 2
b
Men efter fdrléngning far vi

2 2 2.2

1 a8 + b -ab
b a1 1 12 S1-a el i -t
Fdrsta faktorn gér mot é’ och i andra fektorn &r sdvdl téljeare som

némnare approximativt a + b2. Ty vi har

32 + b2:»b2 /1 - a2 + a2 71 - b2>'b2(1 - a2) + a2(1 - b2) =

= 22 + v% - 2aB°

varfoér pastdende fd&ljer frén
2.2
0<i—b;- <a2+b2+O

a2 + b2

Detta visar att defekten satisfierar ARIL)
Vi ser alltsd att defekten satisfierar samtliga villkor for area
sd att vi kan ber@kna arean genom att berdékna defekten. (Detta har en

motsvarighet for sfariska triangler, se Appendix L.)
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Hirav f3ljer att area for trianglar &r begrénsad i i.-e. geo-
metri; den &r alltid mindre &n nw{vilket &nyo visar att vi inte kan
ha ndgon likformighetsteori i i.-e. geometri). Vidare ser vi att arean
av en triangel, dvs triangelns storlek, &r bestémd av dess vinklar.
Dette kan skdrpas till fdljande sats, vers bevis lamnas som dvning.

Sats. I i.-e. geometri &r tva trianglar kongruenta om mot-
svarande vinklar ar lika. (Detta brukar kalles femte kongruensfallet.)

4,12 Klassiska satser i euklidisk geometri

Sats 29. (Yttervinkelsatsen). En yttervinkel till en triangel &r
summan av motstfende innervinklar.

Bevis. Dette fdljer frén satsen att vinkelsummen i en triangel ar
2R, eftersom en yttervinkel och tillnbrande innervinkel har summan 2R.
Bev.

Tv4 olike punkter A, B pé en cirkel delar cirkeln i tva cirkel-
bégar. Tag en av dem och kalla den for bégen AB. L&t C vara en punkt
p& den andrs bigen med dndpunkter A och B. DA kallas AACB en rand-
vinkel (eller periferivinkel) stdende pd bigen AB. Om 0 &r cirkelns

medelpunkt kallas AAOB bégens medelpunktsvinkel varvid vi med AAOB

denna glng avser den vinkel som har vinkelbenen OA och OB och som om-
fattar den valda bigen AB (den kan alltsé vara stdrre &n 2R).

Sats 30. (Satsen om medelpunktsvinkeln). Medelpunktsvinkeln &r
dubbelt s& stor som en randvinkel stdende p& szmma bige.

Bevis. Vi tar férst det fall d& ena vinkelbenet till ACB,

siég AC, gir genom O. Vinkeln AOB &r dé yttervinkel till A OBC och
darfér likamed summen av vinklarna B och C i denna triangel. Men dd
denna triangel &r likbent med |OB| = |OC| &r vinklarna B och C

lika, varfdr AAOB = 2A ACB och satsen &r bevisad i detta fall.
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I det fall a8 diametern COD rékar bigen AB i en punkt U far
vi p& grund av det redan bevisade fallet att AAOD = 2a ACD, ABOD =
= 2 ABCD. Genom addition erhdllles AAOB = 2A ACB.

P& samma sétt behandlas det tredje fallet (se figuren) med den
skillnaden att vi d&r har att subtrahera i stdllet fér att addera. Bev.

Sats 31. (Randvinkelsatsen). I en cirkel &r randvinklarna stéende
pé samra bage lika storsa.

B vis. Tetta fGljer direkt frin fOregéende sats. Bev.

‘e tvi senaste satserna &r svara att erh&lla direkt genom rakning
med koordinater eller ‘ektorer.

En korda i en cirkel delar cirkeln i tvé cirkelbdgar och delar cir-

kelomradet i tvd omraden kallade cirkelsegment. En randvinkel stdende pé

den ens cirkelbdgen séges ocksd vara randvinkel i det segment som ligger
pé& andra siden kordan, dvs det segment som zunchdlle= vinkelspetsen.
Randvinkelsatsen kan di ocksd formuleras: Alls randvinklar i ett cirkel-
segment &r lika stora.

Speciellt dr randvinkeln i ett halvcirkelomrdde en rét vinkel;
dess medelpunxtsvinkel &r ju 2R.

Sats 32. I en fyrabrning inskriven i en cirkel &r summean av mot-
stdende vinklar 2R.

Bevis. Motsvarande medelpunktsvinkiar bildar tillsammens ett helt
varv, dvs UR. Anvind satsen om medelpunktsvinkeln. Bev,

Sats 33. (Korda-tangent-satsen). Vinkeln mellan en tangent till en
cirkel och en korda genom tangeringspunkten &r lika med randvinkeln i
segmentet p& andra sidar kordan.

Bevis. Eftersor alla randvinklar i segmentet &r lika tar vi den
som har diametern genom
tangeringspunkten som ena
vinkelbenet. D& blir vin- \
keln vid kordans andra

géndpunkt rét och satsen

f6ljer omedelbart. Bev. -
Sats 34. (Kordasatsen). Om tvd kordor AB och CD i en cirkel

skir varandra (eventuellt efter fdrlingning) i P sé &r
|PA|-|PB| = |PC|.|PD].

Bevis. Drag AC och BD. D& &r ABAC = ABDC, eftersom de

.
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stdr pé samma bdge. Alltsd har APAC och APDB motsvarande vinklar

lika och &r dérmed likformige. Detta ger

[PAl _ IPCI
IPD] ~ 1PBI

varav satsen f6ljer. Detta bevis gir igenom vare sig P ligger inom
eller utom cirkeln. Bev.

Om P ligger utanfdr cirkeln kan ena kordan vridas till en tangent,
sidg C = D. Satsen séger 48 |PAl|PB| = IPC!Q. Ett direkt bevis (utan
gréansdvergéng) f&s om man drar AC och BC. Korda-tangent-satsen ger
APCB = APAC s& att tri- c
anglarna PAC och PCB 7/

A

blir likformiga, vilket (

ger

| PA| B4

P
A
l v\f
ieCf  |PB| -~///

Q

Vi skall ge ett antal satser om trianglar. Vi kommer darvid att an-
vénda standardbeteckningen £ ABC med vinklarna A, B, C och sidorna
a = |BC|, b = |AC|, c = |AB].

Fér varje triangel finns en omskriven cirkel och en inskriven cirkel.

Den omskrivna cirkeln &r en cirkel som gér genom triangelns tre hdrn.
Dess medelpunkt ligger like
l8ngt frén alla tre hérnen.
Den méste dérfér liggs pé
mittpunktsnormalerna till
de tre sidorna. Att dessa
rékas i en punkt (att allt-

sé& omskrivne cirkeln all-

tid existerar) inses sé:
For skirningspunkten O mellan normalerna till sidorna AB och BC
gédller |OA| = [OB} = |OC}. Alltsd &r |OA} = |OC] och O 1ligger pé



L.12 131

mittpunktsnormalen till sidan AC.
Sats 35. Om R &r radien i den omskrivna cirkeln til A ABC

med sidorne &, b, ¢ och arean T, sé &r
_ s8be
R =T

Bevis. L&t beteckningarne vara valda s& att AC &r spetsig.
Dreg diameterp AD i den omckrivma cirkeln. Dd &r AABD rit. D lig-
ger pé bagen ACB s& att

C

A ADB = A C (randvinkelsatsen), Drar man darfdr hjden AE mot sidan
BC f&r man A DBA ~ ACEA varur, om h = |[AE{,
[DA] _ |BA| 2R
1CA| [EA] b

Da T ='% ah fdljer satsen. Bev.

=&
h

Triangeln DBA ger ocksé sambandet
c = 2R sin ABDA = 2R sin C

Motcvarande géller for A och B (hérledningen fungerar pé grund av
sats 32 &ven d&8 A eller B &r rit eller trubbig; se fig.). Detta
ger ett bevis fOr sin-satsen, vilken A

f&r formen .

- = b = ¢ = 2R ¢
sin A sin B sin C

Den inskrivna cirkeln #ér den cir-
Xel som ligger i triangeln och tangerar D
£lla tre sidorna. Dess medelpunkt lig-
ger like léngt frén alla tre sidornma. AD + AA = 2R

. . . . .. . gin A = sin D
Den méste alltsé ligga pa bisektriserna a = 2R sin D
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till triangelns tre vinklar. Att bisektriserna alltid rékas i en punkt
(och inskrivna cirkeln alltsé existerar) inses s&: Sk&rningspunkten
mellan bisektriserna till vinklarna A och B har samma avstdnd till
sidorna AB och AC och samme avsténd till sidorna BA och BC,
8l1tsd samme svsténd till sidorne AC och BC. Den ligger darfér pé
bisektrisen till vinkeln C.

Kalle inskrivna cirkelns radie r. och sétt p =<%(a + b+ ).

Sets 36. For inskrivne cirkelns radie r géller T = rp.

Bevis. Bisektriserna, dragna fram till inekrivna cirkelns medel-
punkt delar triangeln i tre triangler, alla med hdjden r.
Vi far
T=%ra#%rb+-§-rc=rp
Bev.

Den inskrivna cirkelns .
tangeringspunkter delar tri-

engelns tre sidor i1 sex delar,

som dr parvis lika, se f{iguren.
Man far

xX+y=c¢c xX+2b y+z=a
vilket ger

X=p-—-a Y=P~-Y Z=Ep-2¢

En triangel har ocksé tre vidskrivma cirkiar. En vidskriven cirkel

ligger utenfdr triangeln och tangerar en sida i triangeln och de bidda
Sterstdende sidornas forléngningar. Den vid sidan BC vidskrivna cir-
kelns medelpunkt ligger pd bisektrisen till A och p& de yttre disek-

triserra till B och C (dvs bisektriserna till dessa vinklers sido-

vinklar). A

Sats 37. For den vid BC x x
vidskrivna cirkelns radie Ty .
géller T = ra(p - a). B

Bevis. T erhélles
denna géng som skillnaden '\
mellan suman av arecrna for
tvd triangler och arean for _
en tredje alle med hdjden r : -‘r"

T ='% er_ + %’bra - %-ara = ra(p - a). Bev.
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Med beteckningarna i figuren fér man denna géng
X -y =¢ X-2=b y+z=a
vilket ger
x=p y=p-c z=p-D
Sats 38. (Herons formel). I en triangel med sidorna =&, b, ¢

(och omkretsen 2p) &r arean T given av

T = /p(p - a}{p - B)(p - ¢)
Bevis. Bisektrisen till AACB och bisektrisen till dess sido-
vinkel &r vinkelrdta. Dras darfdr de tv& radier som &r normaler till
linjen AC, en i den inskrivme cirkeln och en i den vid BC vidskrivns

cirkeln bilder Gessa med C tv& likformige triangler, es fig. Hirav

I_ -Rk-C -b)p-ce
p-5 T, rr, = (p-vllp-el
Av de tvi fdéregdende satserna har vi emeller-
tia T = rrap(p - a). Hirav erhdlles satsen.

Bev.
Med hjélp av Herons formel kan vi skriva

inskrivna cirkelns radie:

T Ap-a)p-bip-¢c}
p v T
och motsverande f6r vidskrivna cirkelns radie.

r =

Sats 39. {Bisektrissatsen). Bisektrisen till AC 1 A& ABC delar
sidan AB i tvd delar som forhdller sig till varandra som |AC|/ |BC|.
Bevis. LAt bisektrisen skiira AB i D. Fdrléng sidan AC
over C 1111 E med E

{CE{ = |CB}]. D& &r

C
& CEBR likbent. Bas~
vinkelsatsen och yt-
tervinkelsatsen ger A D B

ACEB = ACBE = 3 AACB = AACD
Alltsd ar CD och EB parallella. Transversalsatsen ger darfér

[AD] _ 1AC] _ 1AC|
| DB {CE] 1CB|
Vi ger négre alternativa bevis.

Bev.

Tag p& den omskrivna cirkeln mittpunkten F pé bagen AB (den
C

bdge som inte innehdller C).
D& &r AACF = AFCB (vinklar
i samma cirkel stéende péd lika
stora bigar). CF &r alltsé

BT

tisektris till AC. Randvinkel-
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satsen ger AAFC = AABC. Hérav erhélles létt
A ADF ~ ACDB~ ACAF

Detta ger
|AD| _ lAF| IBDI . 1CDI
| CD| {BCI 1AF] JACH
varav
jAD| _ 1AC|
{BD] | BCI

Ett tredje bevis utnyttjer areor. Trianglerna ACD och BCD kan
p& tvd sitt uppfattas som trianglar med@ lika stor héjd; d& forhdller sig
deras areor till varandra som beszerna. Det ena peret baser &r AD och
BD. Det andra paret baser ar AC och BC, ty D, som ligger p& bisek-
trisen till AACB, ligger lika léngt frdn AC som frén BC. Alltsd

1AD| _ erea(AADC) _ 1AB|
IBDI  area{ABDC)  JAC|

Vi pipekar .ocksé att bisektrissatsen ldtt féljer frdn sin-satsen,

eftersom sin AADC = sin ABDC.

Nagra av ovanstdende satser &r svdra att direkt bevisa med koordi-
natrékning eller vektorrikning. Som kontrest anger vi nu négra satser
om medianerns i en triangel fér vilke vektorriékning &r ett naturligt
hidlpmedel. En median &r en strécke som sammanbinder ett horn i en tri-
angel med mitipunkten pa& moistéende sida.

Sats 40. De tre medianerna i en triangel skér varandra i en punkt,
kellad triangelns tyngdpunkt. Dess avsténd till ett hdrn &r tvd tredje-
delar av léngden av medianen fran hérnet.

Bevis. L&t triangeln
vara ABC och 18t O vara
ett origo. Infor vektorerna
u = GA, v = dh, w = 0C. Tag

P som den punkt fér vilken

op =-% (u+ v+ w). Dé &r

ZP=ZO+6P=-u+l(u+v+v)=lv*lw-‘2-u
3 3 3 3
Kella mittpunkten p& BC foér A1. D& &r 5K1 = %»v +-% W,
—r 1 1 P - .
AA1 = - +'§ v +~§ w. Alltsé &r AP = % §Z1. Hérev foljer satsen. Bev,

Utan vektorer kan satsen bevisas genom att man genom mittpunkten pé
en sida i triangeln drar linjer parallells med de b&da andra medianerna
och tillé&mpar transversalsatsen.

For att verékna lé&ngden av en median betraktar vi fdrst parallello-
grammer.
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Sats Ui, (Parallellogramlagen). I en parallellogram &r summan
av kvedraterna péd diagonalerna likemed summan av kvadraterna Pé alla
fyra sidorna.

Bevis. L&t u och v vara vektorerna frén ett horn i parallello-

grammen till de bada ndrmaste D c
hdérnen. D& &r diagonalerna v
givna av u+ v och u-v.
Alltsé &r A u B
{u + v{2 + tu - v!z = (u+viu+v)+{u-viu=-v)=

w2 20ury) + w12 1ut? - 20av) + tvi? = 2t® e 2i®
Bev.

Man kan f& ett motsvarande bevis genom att anvandes komplexa tal
och likheten 1212 = 7 z. Ett bevis utan vektorer kan létt erhdllas om
men drar normelerns mot AE frén puckterne D och C och anvander
Pytagoras' sats tre génger.

Sats k2. Langden m_ av medianen frén A i A ABC satisfierar

L m + 32 = 2b2 + 2c2

Bevis. Konstruera parellellogrammen med sidorna AB och AC.
Tillémpa parallellogramlagen. Bev.
Sats L3.H6jderna i en triangel ‘ 5
skidr verendra i en punkt. =
A B

Bevis. Drag genom varje horn i

triengeln linjen parallell med motstdende sida. Dessa linjer ger en

ny triangel. HSjderna i den ursprungliga triangeln &r mittpunktsnormaler

till den nye triangeln.
Dessa rékas i en punkt. )
Bev.

Ett annat bevis
kan erhdllas med vektor-
rékning. Tag skarnlngspunkten P mellan hdjderna frdn B och € och
PC

infér u = PA v = PB w

c

D& ar v ortogonal mot u - Ww
och w ortogonal mot u - V.
Alltsé &r

(viw) - (viw)
(wiu) = (wiv)

L}
o
>
w
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Harav foljer (viu) - (wiu) =0, vilket visar att u A&r ortogonal mot
v - w, s& att u har samma riktning som hdjden fran A. Alltsé ghr

denna hdjd genom P.

4.13 Konstruktion med passare och linjal

Hos Euklides fdrekommer ett antal konstruktionsproblem. Dessa
tjinstgdr ndrmast som existenssatser. Innan Euklides exempelvis an-
vinder mittpunkten pé en strécka visar han att denns kan konstrueras.

Fuklides' konstruktioner gdres med passare och linjal. Nérmare be-
stimt bygger de pé de tvé mdjligheterna att dra en linje genom tvé givna
punkter och att rita en cirkel med given medelpunkt genom en given ennan
punkt. T f6rsta hand maste Euklides vise att hen kan flytte strackor
och vinklar. Eftersom vi ovan har arbetat med kongruenstransformationer,
dvs "férflyttring av helas geometrin”, har denna aspekt pé den klassiska
euklidiska geometrin bortfallit. Observera emellertid att detta inte &r
egenskaper hos geometrin utan hos de speciella begrénsningar som endast
tilléter uppritende av linjer och cirklar s& som just beskrivits.

For att avsdétta en given strécka fran en given punkt kan Euklides
inte direkt anvénde passaren. Han kan ju endast anvénda passaren fOr att
rita cirklar genom redan givma punkter. Man skulle kunna séga "Euklides'
passare slér ihop s& fort den lémnar papperet". Emellertid klarar Bukli-
des detta p& féljande sétt. Han vill flytta en strécks med ene &ndpunkten
A till en lika 1&ng strécka med ens &ndpunkten vid B. Hen uppritar dd
en liksidig trisugel ABC (genom att ta A och B som medelpunkter
t311 cirklar genom resp B och A; C g&r ena skidrningspunkten mel-

jan cirklarna). Darefter avsdtter han den vid A givna striackan péd
CA:s forlangning Sver A. Med en cirkel med medelpunkt C Overféres
stréckan till en like ling strécka pd CB:s fOrléngning dver B. P&
detta vis kan stréckor flyttes.

Vinklar flyttas vésentligen

genom andra kongruensfallet.

Man ritar upp en triangel

som har den givna vinkeln

som en av sina vipklar

(denne triangel kan tas A B
likbent) och ritar sedan Z::\~‘___—’//:>

upp en annan triangel med

samma sidor.
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Existensen av mittpunkt p& en striécka och existensen av en
rédt vinkel klaras ocksé med kongruensléran. Viésentligen sker detta
pd f6ljande sdtt. P& strécken AB som bas byggs tvé likbenta tri-
englar ACB och ADB, en p& vardera sidan om AB. CD skdr AB i

E. D& ér enligt andra kongruens- ¢

fallet A CAD ~ ACBD, speciellt / \
AACD = ABCD. Hérav f6ljer enligt Y E \>§§
férsta kongruensfallet

A ACE ~ & BCE vilket ger

|AE] = |EBl och AAEC = ABEC. D

Motsvarande konstruktion gdrs d& man vill dre pormalen till
linjen fraén en punkt utanfér linjen. D& &r punkten C given och man
konstruerar férst A och B pé linjen som skdrningspunkterna mellan
linjen och en cirkel med C som medelpunkt. Konstruktionen fungerar
é&ven om man vill dele en vinkel mitt itu. D& 4r strdlarna CA och CB
givna. A och B erhdllls som skdrningarna mellan vinkelbenen och en
cirkel med vinkelspetsen C som medelpunkt.

Vid tvé tillfdllen anvinder emellertid Euklides f6rflyttningar som
han inte konstruerar {med passare och linjal) némligen vid bevisen fdr
forsta och andre kongruensfallen. Hans bevis &r vésentligen desamma som
de som gavs i avsnitt 4.5. Han gdr frflyttningar och utnyttjar dérvid

just den existens och entydighet som vi preciseret i ABS L)a).



Appendix L. N8gres setser i sférisk geomeiri.

Kortaste kurvan pd en sférisk yta mellan tvd punkter pd& ytan &r stor-
cirkelbdgen. Det ar darfdr naturligt att man, om man vill undersdka
sférens geometri, tar storcirklar och storcirkelbdgar sam motsvarighet till
linjer och stréckor.

Men ser genast att sférens geametri inte uppfyller axiomen fdr abso-
lut geometri. Tv& olika storcirklar skdr alltid varandre i 2 punkter.

Man har inga parellella “linjer". Punkterna pé en "linje" &r inte ordnade
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som de reells talen.

Trots detta finns likheter mellan sférisk geometri och den icke-
euklidiska geometri, som utvecklas i avsnitten L.8, 4.9 och 4.11. vi
vill hé@r visa upp ett par sddana likheter.

En sférisk triangel bestir av 3 punkter pd sfaren (hérnen) och 3
storcirkelbagar sammenbindande dem parvis (sidorna). Kalle h&rnen
A, B, C och motstdende sidors léngder a, b, c¢. Vid varje hdrn bildar
sidorna en vinkel; vi léter &ven A, B, C beteckna dessa vinklar. F&r
att mdta sidornas léngder antar vi att sféren har radien 1 och kan da
méte lingden av en storcirkelodge med vinkeln mellan radierna i sfiren
till bégens #&ndpunkter (vinklar mits i radianer).

L&t oss berdkna arean av en sfirisk triangel.

Hela sféren har arean Lw. Tv& storcirklar skidr varandre i ett
prar diametralt beldgna punkter, s.k. antipoder och delar sfirens yta i

L omréden, som vi kellar tv&hdrningar. En tvéhdrning i vilken de bada

vinklarna &r o utgdr a/2%" av hele sfiren varfdr dess ares &r
é% * 4w = 2a,

En sfiarisk triengel T i vilken sidorna &r mindre &n 7, har tre
vidskrivna trianglar T,, TB’ TC. Pras némligen storcirkelbdgarna AB
och AC ut &ver B och € till A:s antipod A' bildar dessa fér-
léngningar tillsemmans med siden BC en sférisk triangel, som vi kallar
™ Y - -3 -3 © m
Ty~ Likass erhélles TB och TC' Lat 7, T,, TB’ S
triengelarecrna.

aven betecknsa

Vi inser nu att T + TA + TB + TC ar
halva sférens area. Ty de tre storcirklarna
AB, AC och BC delar sfdren i 8 trianguldra

onréden, vilka &r parvis kongruenta eftersom

de ligger antipodiskt. T, TA' T,, T. &r en

B®* °C
av verdera av de L4 paren. Allts&
= c’
T + TA + TB + TC 2n

Men T och TA bildar tillsammans

en tvéhérning med vinkel A. Enligt vad som bevisades oven &r alltsd

T+ TA = 2A
Likasé
T + TB = 2B T + T, = 2C
Elimineras TA’ TB, TC ur de fyra erhéllna likheterna f&r man

., T=A+B+C-7

Vi ser alltsd att vinkelsumman i en sfarisk triangel mlltid &r

stdrre &n tv4 réta. Man brukar kalla skillneden A + B+ C - 7 fr
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triangelns excess. Excessen &r séledes ett m&tt pd arean. Detta kan
jamféras med resultatet inom icke—euklidisk geometri stt defekten &r
ett mdtt pd arean (se avsnitt k.11).

Som ett andra exempel p& likhet mellan sfarisk och icke-euklidisk
geometri tar vi motsvarigheten till Pytagoras® sats. L&t sfiren ges
av x2 + y2 + 22 = 1, En rétvinklig sférisk triangel med kateterna
e och b kan léggas med den réta vinkeini C = (0, 0, 1) och de
béda Svriga hdrnen i

A= {(sin b, 0, cos t) ocn B = (0, sin a, cos a)
Skaldra produkten ger

cos ¢ = {{sin b, 0, cos b)|(0, sin a, cos a)) = cos a cos b

Dette kan jémfdras med motsvarande resultat inom icke-euklidisk geo-

metri {se avsnitt 4.9).



PROBLEM £ill KAPITEL b

Absolut geometri (avsnitt L.2 - 4.6)

42,

1‘3.

Bevisa i absolut geometri fdljande kongruensfall (Euklides, variant
av tredje kongruensfallet): Om i trianglarna ABC och A'B'C’
giller |AB| = |A'B'|, AA = AA', AC = AC', s& dr trianglarnes kon-

gruenta.

Bevisa i absolut geometri fdljande kongruensfall (det s.k. fjérde
kongruensfallet)}: Om i trianglarna ABC och A'B*C' giéller
|AB] = |a'B'| > |AC| = |A'C"| och AC = AC' sd &r trianglarnas

kongruenta. (Finns hos Buklides icke som kongruensfall men som 1lik-
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formighetsfall.)

L4, Visa i ebsolut geometri att om i AABC vinkeln C &r rdt och D
ir en inre punkt pd strackan BC, s& &r |AD| < |aB|.

L5, Bevisa i absolut gecmetri satsen att om en transversal skiér tva
linjer i punkterna A och B med lika alternatvinklar, sd ar lin-
jerna parallella (sats 11, avsnitt 4.6} genam att betrakta en kon-

gruenstransformation som Overfor A i1 B och B i A.

Icke-euklidisk geometri i Kleins modell (avsnitt 4.8, k.9)

L6. L&t -'%, 0) och (13 0) vara givna. Bestam (0, ¢), ¢ > 0, sé&
att man f&r en liksidig triangel (i i.-e. mening).

Bestém cosinus fOr en av vinklarna i triangeln.

47. Bestém den linje som &r i.-e. vinkelrit mot bdde x-axeln och linjen
x -3y +2=0.

L8. Best&m méngden av i.-e. fotpunkter p&¢ x = f6r normalerna frén

0.

V) Y

punkterna p& den i.-e. linjen =x

49, Ange p& formen (1) (8id 110) den i.-e. forflyttning som &r en transla-
tion IBtgs y = x och flyttar ( 2y tin origo.

*3
50. Bestém den i.-e. spegelbilden av punkten ( o h i linjen y = %.
1 1 1 1
51. L&t A = ( 0O, O),B'(—, 0}, C=(§’E)’ = (0, )’E=(Y’E)°

Best&m den i.-e. st®rste och den i.-e. minsta bland strickorne
AB, BC,AE, BE, CE, AC, BD.

52. ABCD &r en fyrhdrning i i.-e. geometri med vinklarne B, C, D
réta. P 4&r en punkt pd strickan AB. Man drar normalerna fré&n
P mot CD och AD. Hiérigenom delas fyrhdrningen i dels tvd nysa
fyrhérningar med tre réte vinklar, dels en rétvinklig triangel.
Visa att varje rétvinklig triangel kan erhdllas p& detta sitt.

Area 1 icke-euklidisk geometri (avsnitt L4.11)

53. Visa att om D betecknar ett omrdde i i.-e. planet, s& uppfyller

[ 5=
D (1 - x2 - y2)3/2

AR1) - AR3) och ARIL).

54. Bestém defekten foér fyrhdrningen i i.-e. planet med hornen

(o, o), (&, 0), {2, b), (O, ®) d&r a > 0, b > O, a2 + b2 < 1.
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55, Berdkna integralen i problem 53 Sver fyrhérningen i problem S5h.

56. Bevisa det s.k. femte kongruensfallet (se slutet av avsnitt L.11).

Euklidisk gecmetri (avsnitt L.T, k.10, L.12)

57. Tvéd cirklar tangerar varandra i A. Man drar genom A tv& vinkel-
réta kordor AB och AC, en i vardera cirkeln. Vise att radierna
+ill B och € E&r parsallells.

58. I AABC &r }AB| = |AC|]. D &r en punkt pd sidan BC. Linjen
AD skér den kring AABC omskrivne cirkeln i A och E.
Bevisa att AADB = AABE.

59. T AABC och AABD &r AC = AD. Punkterna C och D ligger pd
samma side om linjen AB. Visa att A, B, C, D ligger pd en cirkel.
(Randvinkelsatsens ocmvéndning.)

60. Drag ncrmalerns frén en punkt P inuti en liksidig triengel mot
triangelns sidor. Visa att summen av dessa normalers léangder &r

likemed léngden av triangelns hdjd.

61. Punkterne A och B och vinkeln C &r givna i AABC. D& C
varierar (pé ena sidan om basen AB) beskriver inskrivma cirkelns
medelpunkt en cirkelbdge. Bevisa detta. Visa att resten av cirkeln

beskrivs av den vié AB vidskrivna cirkelns medelpunkt.

62. Tv& cirklar skar verandra i A och B. En gemensam tangent tangerar
ene cirkeln i P och andre cirkeln i Q. Vise att APAQ + APBQ = 2R.

63. Tvd cirklar skiér varandra i A och B. Frén en punkt C pd
striackan AB:s forlangning dras tvé tangenter, en till varders
cirkeln, med tangeringspunkter P resp Q. Visa att
lcp| = |cal.

64. Tvi cirklar skér vaerandra i A och B. P &r en punkt pd den ena
cirkeln. Linjerna PA och PB skér den andra cirkeln i C resp D.

Vise att kerdan CD &r parallell med tangenten i P.

65. Tva cirklar skir verendra i A och B. Teg tvd punkter C, D rd
ena cirkeln och tvé punkter E, F pé andra cirkeln s att C, A, E
ligger pé en linje och D, BF ligger pé en parallell linje. Visa
att |CE| = |DF|.

66. P& den omskrivne eirkeln till en liksidig triangel ABC ligger en
punkt D mellan B och C. L&t E vars skdrningen mellan linjerne

AB och CD och 14t F vara skidrningen mellan linjerna
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AC och BD. Visa att produkten av |BE| och |[CF| &r oberoende
av D:s 1lége.

67. (Satsen om bisektrisens 1léngd). Bisektrisen till AC i AABC
skir AB i D. Visa att )
2
|cp|“ = |ac| |Bc| - |AD| |BD|

68. Betrakta triangler ABC med tyngdpunkt T f&r vilka AT > BT > CT.
Det finns konstanter k. > O, i=1,..., 6, sédana att for alls dessa
trianglar géller

k,|4B] < |aT| < X, |AB|
kB)AB] < |BT} < k,|AB|
kS]ABI < |cT) < k6)_AB|
Vise detts och bestim de bista konstanterna (dvs storste mdjlige

k,, k3, ks och minsta mdjlige k2, Ky » k6)'

Euklidisk geometri, konstruktioner (avsnitt 4.13)

Vid 18sandet av féljende problem anses det bekant att man kan

a) dra en linje genam tvé givna punkter,

b) upprita en cirkel med given medelpunkt och given radie,

c) flytta en strécke,

d) flytte en vinkel,

e) halvera en strécke,

) halvera en vinkel,

g) dra normalen till en linje genom en given punkt,

h) dre en parallell till en linje genom en given punkt (gdr alternat-—

vinklarna like),

i) pd en given strécka upprita en triangel med givne vinklar,

j) p& en given strécke upprita ett cirkelsegment innehdllande en

given vinkel (gdr medelpunktsvinkeln dubbelt sd stor).

I vissa av problemen fir man firutsétta att givma date dr sddana att
xonstruktiopen &r mdjlig (exempelvis i problem TO f&r linjen inte ligga
£3r léngt frin cirkeln).

I vissa av protlemen fdreligger olika fall som dé bdr redovisas
(exempelvis i problem 71 kan cirklarna ligga utanfdr varandra eller den

ene cmsluta den andra).
69. Drag, fridn en given punkt utenfdr en cirkel en tangent till cirkeln.

70. Bestém pd en given linje en punkt frén vilken en given cirkel syns

under en given vinkel.
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Upprita en cirkel som tangerar en given cirkel i en given punkt

och som dessutom tangerar ern given linje.
Inskriv i en given cirkel en triangel med givna vinklar.

Drag gencm en given punkt en linje sé& att den skiér en given cirkel

och dirvid bildar en korda med given lédngd.

Konstruers en roamb (= parallellogram med alla sidorna lika léngsa)
nér sidens ldngd och den i romben inskrivna cirkelns radie &r

givna.
Upprite en triangel d& man kénner en vinkel, motstéende sidas léngd
och léngden av medianen till denna sida.

Inskriv i en kvadrat en mindre kvadrat med given sidléngd.

TvA cirklar utanfdér verandre ér givna. Drag en linje sam tangerar

bdds cirklarnsa.

Konstruera en rétvinklig triesngel d&r hypotenusan &r given och déar
strdckan mellen de om- och inskrivna cirklarnas medelpunkter bildar

en given vinkel med hypotenusan.

Konstruera en triangel d& en sida samt de in- och omskrivna cirklar-

nas redier Ar givna.

Bestém p& en given linje en sirdcka som frén tvd givna punkter syns

under rét vinkel.

En cirkel, en korda i denne och en punkt &r givna. Drag genom

punkten en linje vars inom cirkeln belégna del halveras av kordan.
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