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MVEA425: Tekniskt basar - Matematik, del B

Uppgift 1. Logaritmfunktionen dr definierad endast fér positiva reella tal. For att bestimma defi-
nitionsmingden, sa maste de uttryck som star i parenteserna vid In vara positiva. Saledes far man
tva villkor: x + 3 > 0 och x —3 > 0 som ska vara uppfyllda samtidigt. De tva olikheterna férenklas
till ett enda villkor, nagmligen x > 3. Da blir D¢ = (3, c0).

OBS: Det dr ett grovt fel att forst forenkla funktionen till f(x) = ln(%) och sedan ta fram
definitionsmidngden. Notera att definitionsmingden kan férandras ndr man foérenklar funktion-
suttrycket m.h.a. logaritmlagarna.

Den inversa funktionen bestdms genom att 16sa ut x fran sambandet y = In(x + 3) — In(x — 3):

y=In(x+3)-In(x-3) & /exp:funktionen ar bijektiv/ & el = nx+3)=In(x=3)
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Saledes ar f~!(y) = %
Virdemiangden till f~! sammanfaller med definitionsméngden till f. Dérfér dr Vp = Dy =
(3, 00).

For att bestimma definitionsmangden till £~ s& skall man bestimma f6r vilka virden pa y

som virdet pa f~'(y) hamnar inuti V1. Man ska allts 16sa olikheten % > 3
3(e¥ +1) eV +1 eV +1 ey+1—(e¥-1)
—_ = 1e -1>0&e >0& >0
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Téljaren ar alltid positivt, sd behovs det att ndmnaren ocksa dr positivt, alltsa
e-1>00e>10e> o / exp:funktionen &r strangt vixande / S y>0.

sa Dp1 = (0, 00).
Till slut fir man att Vy = D¢ = (0, ).

Uppgift 2. (a) log, x och a* dr 6msesidigt inversa funktioner. Saledes
log,(log,(log: x)) =0 & 2log;(logs (logs X)) — 0 log,(log. x) =1
& 30808 — 31 o Jog, x =3 & 5% % = 53 o x = 5% = 125.
(b) VL forenklas m.h.a. potenslagarna och darefter substituerar man ¢ = 2*:
X x+2 2—x 2x x 4 2 4 3 2
4" -2 + 2 =127 —-4-2 +2—x:1<=>t—4t+;:1<=>t—4t +4=t
e —4r+-t+4=00t’(t-4)-(t-4) =0 (t-4){t*-1)=0

=3 /konjugatregeln/ o (t—4)(t-1)(t+1) =0.



Man fér alltsé tre l6sningar: t = 4,t = 1 och t = —1. Det kvarstar att rdkna ut x via bakatsubstitu-
tion i sambandet t = 2*.

(i) t=4=2"x=2; (i) t=1=2"ex=0;

(iii) ¢ = —1 = 2% 4r falsk 16sning eftersom 2* dr positivt for alla reella varden pa x.

(c) VL = sin 2x = 2 sin x cos x enligt dubbla vinkelns formel. Ekvationen blir:

. . . 3
2s5InXCosSx = \/gcosx & 25INX COSX — \/gcosx =0 2cosx|sinx — 7 =0.

Séledes finns det tva slags 16sningar: (i) cos x = 0, vilket ger x = +7 +2kx dirk € Z;

(ii) sinx = \/75, vilket ger x = 7 + 2k samt x = 27” + 2k, dar k € Z.

Uppgift 3. Enligt sinussatsen &r

sinf  sina  sinff  sin60° V2

= = =sinf=—.
b a V2 V3 p 2

Dadrfor dr f = 45° eller 135°. Egentligen kan det inte vara 135° eftersom a + f§ = 60° + 135° skulle
bli stérre dn 180°. Ddrfor dr det bara f = 45° som dr mojligt.

Summan av triangelns inre vinklar dr 180° och sa kan man rdknauty = 180° —a — f =
180° — 60° — 45° = 75°,

For att bestdmma ldngden pa sidan ¢, sd anvénds sinussatsen igen. D4 behover man rikna ut

sin 75° = sin(30° + 45°) = @ enligt additionsformeln for sinus. Sinussatsen ger

¢ a c Vi VoD

siny_sina:>(\/€+\/§)/4:\/§/2:>c 2

Arean riaknas ut m.h.a. areasatsen:

.\/E.\/E:\/E:6+2\/§:3+\/§a.e.

1 1
A:—b' _- — . 3
2a siny 5 \/_ 5 2

Uppgift 4. HL = Acos(x + ¢) = A(cos x cos ¢ — sin x sin ¢) = A cos ¢ cos x — Asin ¢ sin x. Man
identifierar koefficienterna vid sin x och vid cos x for att fa fram ett ekvationssystem:

{sinx : 3= —Asin ¢,

cosx: —3=Acos¢
Nadr man kvadrerar bada ekvationerna och adderar dem ihop, sa far man

(V3)? + (=3)? = (—Asin ¢)? + (Acos p)?
& 3+ 9 = A%(sin® ¢ + cos’ §) & /trig:ettan/ & 12 = A%

S3 A = V12 = 2+/3. Nir man sitter in detta virde pa A i ekvationssystemet ovan, sa fir man att

V3 = —23sin¢, o sing = —3,
—-3 =2V3cos ¢ V3

Vinkeln ¢ ligger i 3:e kvadranten och hirleds fran standardvinkeln 30°, s ¢ = 180° + 30° = 210°.

cos ¢ = —=-.



Uppgift 5.

m—-3i m-3i 3—-mi 3m-—9i—m? + 3mi®

3+mi 3+mi 3—mi 9 — (mi)?
3m—-9i—-m?i—3m —9i-m’ —i(9+m?)
= = = = —1
9 + m? 9 + m? 9 + m?

Uppgift 6 (Rutinmetod). Man bérjar med att bestimma samtliga rétter till ekvationen z* +16 = 0:
Zr16=06 2" = —16 & 2 = 16/ | ke Z,

Omz = re!®, dirr > 0och ¢ € R, s& idr z* = re'®, Darfor ar r* = 16 samt 4a = 7 + 2k.

siledes r = 2 och @ = ZX2KZ Man bestimmer de fyra rétterna till ekvationen genom att sitta

4
k=0,1,2,3:
z; = 274 = V2 + iV2; z, = 224 = A2 +iV2;
73 = 267714 = —\2 — iV2; 24 = 26774 = A2 — V2.
Den komplexa faktoruppdelningen av polynomet z*+16 dr produkten (z—z;) (z—z;) (z—23) (z—24).
Man kan observera att z; = z; och z3 = z;. Man fér den reella faktoruppdelningen genom att

utveckla produkten (z — z1)(z — z4) och sedan (z — z,)(z — z3), d.v.s. de faktorer som svarar mot
komplexkonjugerade rétter multipliceras ihop:

(z—2z1)(z —24) = (z = V2 = iV2)(z = V2 + iV2) = 2% — 2V2z + 4;
(z—2)(z—2z3) = (z+ V2 = iV2)(z + V2 + iV2) = 2% + 2V2z + 4.
Svar: z* + 16 = (2% — 2V2z + 4) (2% + 22 + 4).
Uppgift 6 (Knep). Man utfér en lite ovanlig kvadratkomplettering:
2' +16 = (2%)? + 4% = (2% + 4)* — 82° = /konjugatregeln/ = (z° + 4 + V8z)(z* + 4 — V8z) .

Uppgift 7. (a) limy_4(7x —25) =7-4—-25=28—-25=3

(b) Till varje positivt tal ¢ finns det ett positivt tal § sddant att |(7x — 25) — 3| < ¢ for alla de x
som uppfyller 0 < |x — 4] < 4.

Alternativ formulering: Till varje tal ¢ > 0 finns det ett tal 6 > 0 sddantatt0 < |x — 4| < §
medfor att | (7x — 25) — 3| < e.

(c) Antag att ¢ > 0. Viskahittad > 0 som garanterar att |(7x —25)—3| < endr0 < |x—4| < 4.

£
|(7x—25)—3|<€<:)|7x—28|<s(:)|7(x—4)|<s(:>|x—4|<;.

Om man véljer § = £ (eller mindre), sa alla de x som uppfyller dubbelolikheten 0 < |x — 4] < §
geratt |(7x — 25) — 3| < e.

Uppgift 8. (a) Instingningssatsen anvinds: Eftersom cos svanger mellan —1 och 1, sd kan man
uppskatta

—(x-1)%< (x-1)° cos(xil) < (x-1)>~%

Eftersom bade —(x — 1) och (x — 1)? gdr mot 0 d& x — 1, s4 existerar gransvirdet lim,_,;(x —
1)? cos(%) och blir lika med 0.



(b)

V3x+1—-Vx+1 V3x+1++vVx+1 ,
_ : = [konjugatregeln /
sin 2x V3x+1+Vx+1
C(Bx+1) - (x+1) 1
sin 2x V3x+1+Vx+1
2x 1 1 1

SIN2¢  Ex+1+Vx+1 W \Br T4 vr+1

DA blir gransvirdet

CoVBx+1-WVx+1 1 1
lirm i = lim sinzx )
X—0 sin 2x o0\ B \3x + 1+ Vx +1

_ 1 1 1 1

= - - lim =_. =
limy o302 x=04B3x +14+vVx+1 1 +3-0+1+V0+1

2x

1
29

dar standardgransvirdet ”322 — 1da z — 0” anvints med z = 2x.

(c) Man tar reda pa de dominerande faktorerna i tiljaren och nimnaren och bryter ut dem:

4x + 2)? 16x? + 16x + 4 l6x2+16x+4 x* l6+2+ %
= — _ X X

(x+1)3=x3 xB+3x2+3x+1—-x3  3x2+3x+1 x? 34345

Saledes e
(4x +2)? e+ +m 16+0+0 16

m  -——:m= 1 = .
x—>o<>(x+1)3—x3 X—00 3_|_)%+xi2 3+40+4+0 3

Uppgift 9. Den givna funktionen 4r kontinuerlig pa de 6ppna intervallen (—oo, 0) samt (0, o)
eftersom de trigonometriska funktionerna samt polynom och kvoter ar kontinuerliga (férutsatt
att man inte delar med noll). Den enda problematiska punkten som behéver undersékas ar x = 0.

lim f(x) = lim 2cosx = 2cos0 = 2;

x—0" x—07

. . sin2x . sin2x

lim f(x) = lim = lim $2=2
x—0* x—0* X x—0*  2Xx

f(0) =2cos0 = 2.

De tva ensidiga gransvirdena existerar och bada dr lika med £(0), vilket gor att f dr kontinuerlig
i punkten x = 0.
Séledes dr f kontinuerlig i alla punkter av sin definitionsmangd.



