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MVEA425: Tekniskt basar - Matematik, del B

Uppgift 1. Kvadratroten dr definierad endast for icke-negativa tal. Dessutom far man inte dela
med noll. Det dr alltsa féljande villkor som maste vara uppfyllda samtidigt:

3—x>0 och 4-2x>0 och V4-2x+#0.

Dessa forenklas till
x<3 och x<2 och x#2.

Till slut slas dessa tre villkor ihop till en enda olikhet, ndmligen x < 2.

Svar: Dy = (=00, 2).

2x—4
tionsmédngden. Notera att definitionsméangden kan férandras nir man forenklar funktionsuttryc-
ket m.h.a. potenslagarna. I denna uppgift skulle definitionsméngden till den férenklade funktio-
nen bestd av tva intervall, ndmligen (—oo, 2) U [3, c0).

OBS: Det 4r ett grovt fel att forst férenkla funktionen till g(x) = /2% och sedan ta fram defini-

Uppgift 2. Uttrycket férenklas m.h.a. logaritmens definition och logaritmlagarna samt basbytet.
10 In4 2
lg(lne™) + 21g20 - o - lg(10) + 1g20” —lg4 =1+ 1g 400 — 1g4
n
4
= 1+lg(%) =1+1g100=1+1g10° =1+2=3.

Svar: 3.

Uppgift 3. (a) Borja med variabelbytet ¢ = e*. Man far en andragradsekvation som 16ses m.h.a.
pq-formeln.

eX =15+ 2¢° & /t:ex/ s tP=15+2t

5
e tt-2-15=0 & t1,2:11V12+15:11L4:{

Sedan bestimmer man x via bakatsubstitution:

ef=5 & x=In5.

e = —3 har ingen reell 16sning ty exponentialfunktionens virde &r alltid positivt.

Svar: Ekvationen har endast en reell [6sning, x = In 5.

Anmdrkning: Ifall man rakat l4gga till komplex 16sning x = In3 + iz som svarar mot e* = -3
(respektive x = In3 + i(2k + 1) med k € Z), sd kommer det godtas. A andra sidan var detta inte
meningen med uppgiften med tanke pé att ekvationer av typen "e* = ndgot komplext tal” inte
har diskuterats i den hér kursen.



(b) Man bdrjar med att ta fram mingden av alla de talen x € R for vilka samtliga uttrycken i
ekvationen &r definierade. (Man far girna strunta i detta steg férutsatt att man i slutet av uppgiften
gor en ordentlig kontroll av de funna 13sningarna.)
Logaritmfunktionen &r definierad endast for positiva tal, vilket innebdr att x + 1 > 0 och
8 — x > 0 och x > 0. Dessa tre villkor kan férenklas och slas ihop till dubbelolikheten 0 < x < 8.
Man tar exponentialfunktionen av bada leden vilket kommer att ge en andragradsekvation
som lGses som vanligt.

Inx+1)=n8-x)-lnx & / exp:funktionen omvandbar / & D) = pln(d-—x)-Inx

S x+1= & x*+x=8-x © x*+2x—-8=0

X

2
= xLZ:—liV12+8:—1i3:{

—4

Av dessa tva rotter dr det bara x = 2 som uppfyller dubbelolikheten 0 < x < 8. Med andra ord &r
x = —4 en falsk rot.

Ifall man struntat i definitionsméngderna i borjan, sa upptédcker man att x = —4 inte funkar
m.h.a. prévning av de funna rétterna i den ursprungliga ekvationen:

Kontroll av x = 2:
VL=In(2+1)=In3 HL=In(8—2)—In2 = ln(g) —In3  VL=HL

Kontroll av x = —4:
VL = In(—4 + 1) = In(-3), vilket dr odefinierat, vilket gor att x = —4 &r falsk rot

Svar: Ekvationen har endast en 16sning, x = 2.

(c) Man borjar med att ta fram mingden av alla de vinklarna v € [, 27] for vilka samtliga uttryc-
ken i ekvationen dr definierade. (Man fir girna strunta i detta steg férutsatt att man i slutet av
uppgiften gor en ordentlig kontroll av de funna 16sningarna.) For att tan v dr definierat, s& krévs
detattv # 7.

Sedan skrivs tan v om enligt dess definition, medan sin 2v m.h.a. dubbla vinkelns formel:

_ sinv , sinv — 2sinv cos? v
tanv =sin2v & = 2sinvcosv & =0
Cos v cos v
5 sinv =0 sinv =0
. 1—2cos“v
&S sinpr—mm =0 & eller & eller
Cos v
1-2cos’v=0 cosp = +¥2

2
v=2kmr eller v=um+2kn
& eller

v=xZ+2kw eller v= 137”+2k7r

ddr k € Z. Det kvarstar att ta fram samtliga vinklar med lampliga val pé k sa att vinkeln hamnar i
det 6nskade intervallet [, 27]. Totalt far man f6ljande 16sningar:
77

T 3 T
v=2m, v=mw, V=——+2T=—, V=——m+2m=—.
4 4 4 4



Ifall man struntat i definitionsméangderna i borjan, sé krdvs det prévning av de funna rétterna i
den ursprungliga ekvationen:

Kontrollave = 27: VL =tan(27) =0 HL = sin(2 - 27) = sin(4x) = 0 VL = HL,
Kontroll av v = 7: VL = tan(r) = 0 HL = sin(2 - ) = sin(27) = 0 VL = HL,
Kontrollavv = Zx: VL =tan({x)=-1 HL=sin(2-ir)=sin({x)=-1 VL=HIL,

4
Kontrollavv = 27: VL =tan(37) =1 HL =sin(2 - 27) = sin(37r) = 1 VL = HL.

o

Svar: Ekvationen har fyra 16sningar i det angivna intervallet, v = ,v = 27,v = 27,0 = 27,

Uppgift 4. (a)
¢* =a*+b*—2abcosy.

Alternativt:
b? = a* + ¢* — 2accos f eller  a* = b*+c* - 2bccos a.

Anm.: Det récker att skriva upp endast en av de tre ovanstaende varianterna.
(b) Se beviset i kursboken.

(c) Enligt cosinussatsen dr ¢ = a® + b*> — 2ab cos y. Den givna olikheten ¢ > a? + b? medfér att

a* +b*—2abcosy > a* +b* & —2abcosy>0 & —cosy>0 & cosy<O.

=CZ

Vérdet av cosinus for vinkeln y dr negativt, sa y ligger i andra kvadranten, d.v.s. y &r trubbig.
Séledes dr triangeln trubbvinklig. V.S.B.

Uppgift 5. Enligt areasatsen 4r A = Zab siny. Vérdet av sin y bestdms m.h.a. trig:ettan:

siny +cos’y =1 &  siny = +4/1 —cos?y

= /0<y<180°:>siny>0/ & siny =4/1—cos?y

. 3\2 9 25—-9 16 4
= siny = 1—(—) =4/1-—= == =-.
5 25 25 25 5

Det kvarstéar att sitta in virdena i areasatsen:

1. 1 4 ,
A= —absiny =--10-6-—- =24cm".
2 2 5

Svar: Triangelns area dr 24 cm?,

Uppgift 6. HL skrivs i poldr form:

" Re: 0=38 ,
w=-8i=|wle, dir |w|=+0?+(-8)>=V64=8 ochg uppfyller {1 ¢ cos ¢
m:

—8 = 8sin .

Allts8 cos ¢ = 0 och sin ¢ = —1, vilket uppfylls av (t.ex.) ¢ = 3.
Den givna ekvationen lyder

(z +2)° = 8¢5+ T)  dirk € Z.



Losningarna ges av
(Z + 2) — \3/§ei(1,57r+2k7r)/3 =9 ei(0,5n+2k7r/3), dirk € Z.

Det var en tredjegradare, sa det finns tre stycken l6sningar. Man satter in k = 0, 1, 2 och inga fler
behovs:

z+2=2e"7 = 2(cos 7 +isinZ)=2i = z;=-2+2i

rf6 — 20cosim+isininm)=-V3-i = z=-2-V3-i
zZ+2=2e 111”/6—2(cos 2+ isin = ﬂ)—\/g—i = z3=-2+V3-1i

zZ+2=2e

>~ o A
I
N = o

Svar: Ekvationen har tre 16sningar: z; = =2 + 2i; z; = =2 — V3 —iochz; = -2 + V3 — i.

Uppgift 7. (a) Om man férsoker sittain x = 1,4 for man ett obestdmt uttryck ”$”. Braket behsver
alltsé forenklas, t.ex. genom att férlinga det med konjugaten:

Vix+1—-+Vx+3 \/3x+1+\/x+3 4x + \V2x + 2
Viax — V2x + 2 \/3x+1+\/x+3 4x + V2x + 2

_(Bx+1)-(x+3) dx+V2x+2  2x-2 4x + V2x + 2
(4x)—(2x+2) Bx+1+Vx+3 2x—2 \Bx+1++Vx+3
4x + V2x + 2

B V3x+ 1+ Vx +3

Nu har hela braket blivit kontinuerligt och sa kan man rikna ut

lim VIx+1-vVx+3 ax+V2x+2  VA-1+vV2-1+2  Va+i o

m = = =
x>1 \ix —\V2ax 12  l\Bx+1+Ve+3 V3 1+1+Vi+t3 Va++Va

Svar: 1.

(b) Man bryter ut de dominerande potenserna av x. Observera dock att x dr negativt, vilket innebar

att Vx2 = |x| =

9x? + 2 3 9x2 + 2
(x+22—(x—1?% (Z+4x+4)—(x2-2x+1)

N 2 _x. ] 2 / 2
1/9x2+2_ X 9+x2_ X 9+x2_ e

x+3 T xe(6+3)  x(6ry) (63
Darfor blir
2
_ 9x2 + 2 , 9*%  \o+o0 3 1
lim = lim - = - S —
x—>-0 (x +2)2 = (x — 1) xo-w (64 2) 6+0 6 2

Svar: -



Uppgift 8. (a) sin(%) svinger vilt mellan —1 och 1 d& x nérmar sig 0. Man kan alltsa begrinsa
sin(. ..) uppat av 1 och nedat av —1.

. (1 . (1 . . (1 .
-1< sm(—) <1 = —x< xsm(—) <xddx >0 medan -—-x> xsm(—) >xdadx <0O.
X x x

Sammanstillt blir det dubbelolikheten
—|x] < xsin(l) < |x| forallax #o0.
x

Eftersom —|x| — 0d4d x — 0 och samtidigt |x| — 0d4 x — 0, s& f4r man att griansvirdet av det
mellersta uttrycket i dubbelolikheten existerar och dr lika med 0.

Svar: 0.

(b)Omz = L ochx — 0,58z — 0.

. 1 1 1 o1 . sinz
lim xsm(—)z/zz—@xz—/z lim -sinz= lim — =1
X—00 X z—0t Z z—0t  Z

Svar: 1.

Uppgift 9. Den givna funktionen &r en vél-definierad rationell funktion da x < 1, vilket innebar
att den &r kontinuerlig i intervallet (—oo, 1). Den givna funktionen &r ett polynom da x > 1, vilket
innebdr att den &r kontinuerlig i intervallet (1, c0). Det enda problematiska stéllet, som behover
undersokas, dr alltsd x = 1.

For att f blir kontinuerlig i punkten x = 1, sa krédvs det att lim,_,; f(x) = f(1). Eftersom
f definieras med olika formler till vdnster och till hoger om 1, s& innebér detta att de ensidiga
gransvirdena vid x = 1 behover undersokas och limy—,1- f(x) = f(1) = limy_ 1+ f(x) krévs.

2
xX“+x-2 x—1)(x+2

lim f(x) = lim ———= = lim x-Dex+2)

x—1- x—1- x-=1 x—1~ x—1

f@)=a,

lim f(x)= lim(bx+1)=b-1+1=0b+1.
x—1* x—1*

= lim (x + 2) = 3,
x—1"

Det krdvs alltsd att3 =a=b + 1.
Svar:a =3ochb = 2.



