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1. FUNKTIONSBEGREPPET

Problem 1.1. Undersdék om den reella funktionen

f(x): 2x +3

x| + 1
ar omvéandbar. Om s &r fallet, bestdm dess inversa funktion. Om inte, vélj ndgon lamplig restriktion och
bestdm inversen till den restringerade funktionen.

x € R,

Problem 1.2. Antag att funktionen f : [0, 00) — [0, 00) 4r omvindbar och dess invers betecknas av 1.
Undersék om funktionen g 4r omvéndbar och bestdm g:s invers i sa fall, uttryckt m.h.a. f~! om

T~ > 0; (b) g(x) = f(x*), x€R; () g(x) = f(x)*), x=>o0.
T.ex.om g(x) = f(x) —2,ddrx > 0,s&ddr g '(y) = f'(y + 2),ddry > —2.
Problem 1.3. For vilka reella konstanter a, b och ¢ giller att funktionen
x—a
f) =

ar sin egen invers, d.v.s. att f~(x) = f(x) férallax € Dy?

o Df ={x € R:bx # c},

Problem 1.4. Antag att f och g bada &r strangt vixande reellvdrda funktioner och definierade for alla
reella tal. Ar

@f+g, M fg (©fog

nédvindigtvis stringt vixande? Ange motexempel i annat fall.
(d) L3s (a)-(c) men med "vixande” utbytt mot "avtagande”.

2. EXPONENTIAL- OCH LOGARITMFUNKTIONEN

Problem 2.1. Bestdm inversen till f(x) = 3 — e** + 2¢* vars definitionsmangd D ges av (a) x > 0; (b)
x <0.

Problem 2.2 (Falska riknelagar). Endast i undantagsfall géller att:
(i) In(x+y) =lnx+1Iny; (i) In(x—y) = Inx—Iny; (iil) e¥Y = e* +€Y; (iv) 7Y = ¥ —¢Y.

(a) For varje "rdknelag” ovan, ge exempel pa tal x och y sddana att likheten inte giller.

(b) For varje "raknelag” ovan, ge exempel pa tal x och y sddana att likheten rakar gilla. (Det kan behovas
att man forst 16ser deluppgiften (c).)

(c) For varje "rdknelag” ovan, forsok 16sa ut y. Bestdm pa sa sitt for vilka reella tal x det finns nagot reellt
tal y sa att likheten géller.

Problem 2.3 (Falska riknelagar 2). Endast i undantagsfall géller att:
(i) In(x?) = (Inx)?; (i) (e¥)P = *’.

(a) For varje "rdknelag” ovan, ge exempel pé tal x och p sddana att likheten inte géller.

(b) For varje "raknelag” ovan, ge exempel pa tal x och p sddana att likheten rakar gilla. (Det kan behovas
att man forst 16ser deluppgiften (c).)

(c) For varje "rdknelag” ovan, forsok 16sa ut x. Bestdm pé sa sitt for vilka reella tal p det finns nagot reellt
tal x sa att likheten géller.



3. DE TRIGONOMETRISKA FUNKTIONERNA

Problem 3.1 (Herons formel). Bevisa Herons formel:

1
Arean av AABC = Z\/(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b),

ddr a, b, ¢ dr triangelns sidoldngder.

Tips: Utga fran areasatsen och anvind cosinussatsen samt trig:ettan. For att kunna klara av faktoruppdel-
ningen under rottecknet, s& behéver man konjugat- och kvadreringsreglerna.

Anmdrkning: Vanligtvis formulerar man Herons formel pé f6ljande sétt:
Arean av AABC = +/s(s — a)(s — b)(s — ¢),

dir s = 2(a + b + c) dr triangelns semiperimeter, d.v.s. halva omkretsen.

Problem 3.2. Anvind ndgon av de kidnda formlerna for trigonometriska funktioner for att bevisa likheten
sin(u + v) + sin(u — v)
2

= sinucosv

och sedan med hjilp av det formeln

a+p a-p
. .

COS
2

Man kan ocksa (pa liknande sitt) hirleda formlerna f6r sin a — sin f och cos & + cos 5.

sina +sin f = 2sin

Problem 3.3. L§s ekvationen tan 2v = 4 tan v. Vid behov kan svaret innehélla ndgot arcus-uttryck.

Problem 3.4. Bestdm vinklarna i en likbent triangel dér tangens for vinkeln vid spetsen &r 2 ganger sinus
for en av de tva lika vinklarna vid basen.

1 3
Problem 3.5. Antagatttanu = = ochtanv = 7 Vilka védrden kan vinkeln u + v anta?
Problem 3.6. Antag att «, ff och y dr de inre vinklarna i en triangel. Bevisa att
a
sina + sin f + siny = 4 cos - €08 é cos % .

2p

Z.
Problem 3.7. Antag att triangeln ABC dr likbent och sidan ¢ = AB bildar dess bas. Visa att

Tips:a + f+y = 180°; sinu=sin(2-%); 1+cosv=1+cos(2-3)="---=2cos

(a) ¢ = 2acos a; (b) ¢* = 2a*(1 — cosy).

Problem 3.8. Antag att en pentagon (d.v.s. en regelbunden femhorning) dr inskriven i en cirkel med radie
r = 4 l.e. Bestdim pentagonens sidoldngd, omkrets och area.
Los uppgiften ocksé for en allmén regelbunden k-horning dér k > 3.

4. DE KOMPLEXA TALEN
Problem 4.1 (Falska raknelagar). Antagattw = u + iv 4r ett givet komplext tal. Bestim sambandet mellan
x och y i det komplexa talet z = x + iy sd att
(@) Re (w - z) = Re (w) - Re (z); b)Imw - 2z) = Im (w) - Im (2).
Finn nagra specifika exempel pd talen w och z sd att likheterna ovan (i) inte géller, (ii) rakar gilla.

Problem 4.2. Bestdm samtliga mojliga virden pa exponenten n € Z sdana att

(L) -1.8

2 2
Problem 4.3. Tolka geometriskt (o)likheten

_ 1—

2 2

(a)Re(zi) <0, (b)]z—1]=Re(z+1).

Med andra ord: bestidm vilken figur man fir nir talen z = x + iy € C som uppfyller den givna (o)likheten
tolkas som punkter i planet.
Obs: Det kommer att vara ndgra kagelsnitt.



Problem 4.4. Finn alla reella talpar x, v som l6ser ekvationssystemet
x cos(4v) — 44/x cos(2v) +4 =0
x sin(4v) — 44/x sin(2v) — 2 = 0
Obs: Det kommer att finnas tva vildigt olika typer av talpar som I5ser ekvationen. Den ena typen kommer

att ha snilla vdrden pa v, medan den andra typen kommer att kriva att v uttrycks m.h.a. ndgon arcus-
funktion.

Tips: Multiplicera andra ekvationen med i, sedan addera ekvationerna ihop, utnyttja e’? = cos ¢ + i sin ¢.
En lamplig substitution kommer att forvandla ekvationen till en andragradare med komplexa koefficienter.
Problem 4.5. Antag att n € Z. Forenkla det komplexa talet (cos 2 + isin2 + 1)". Skriv ditt svar i poladr
form.

Tips: Dubbla vinkelns formler kommer att anvindas nagonstans pé vagen.

5. GRANSVARDEN

Problem 5.1. Berdkna foljande grinsvirden:

2sinx — sin 2x 3 —4cosx + cos2x T
(@ lim ——————, (b) lim , (c) lim (x - —) tanx .
X—0 x3 x—0 x4 x—/2 2

Problem 5.2. Antag att m, n, p, q 4r positiva heltal. Bestdm:

p
m_q Vxm -1
(@ lim ==, (b) lim ~———.
x—1 xt -1 x—1 W_l
Tips: Man kan relativt l4tt bestimma grinsvirdet i (b) med hjélp av resultatet av (a) genom att géra vari-
abelbytet x = t* med nigon limplig exponent k.

Problem 5.3. Rikna ut f6ljande gransvirden:

(n+4)% —(n+1)% ,
(a) lim , (b) lim -
n—oo (2n2 + 5)13 — (n2 — 113 n—oo (n® + n% cosn + n?sinn)3*

(n® cos n + n?sinn)'® — (n®sinn + n?)1%°

Tips: Det behovs inte att fullstidndigt utveckla parenteserna. Det ricker att bestdmma vilka termer som blir
storsta i tdljaren och i ndmnaren och strunta i allt annat.

In x
Problem 5.4. Finn reella tal a och b sddana att gransvdrdet lim ( — - bx) existerar och berikna detta
x—oo\ X

gransvarde.



SVAR

1.1. f &r inte omvindbar.

Restriktionen till x > 0 ger inversen f~!(y) = > dir y € (23]

darye( 2,3].

y
Restriktionen till x < 0 ger inversen f(y) = L=

1.2.(a) g My) = f‘l(i —1),ddry € (0,1].

(b) Restriktionen till x > 0 far inversen g7 (y) = v/f~(y), ddr y € [0, ).
Restriktionen till x < 0 far inversen g7 (y) = —+/f~1(y), ddr y € [0, o).

©g'(y) = f(Vy), diry € [0, ).

1.3.a=b =0o0chc = —1,alltsd f(x) = x; eller c = 1 medan a, b € R godtyckliga, alltsa f(x) = —4

bx -1

1.4.(a)Ja

(b) Nej, t.ex. f(x) = —e™*, g(x) = e**. Da blir f(x)g(x) = —e*, vilket &r stringt avtagande

(c)Ja

(d-a)Ja

(d-b) Nej, t.ex. f(x) = g(x) = —x. Dablir f(x)g(x) = x?, vilket 4r strangt avtagande fér x < 0 men stringt
vixande for x > 0.

(d-c) Nej, tex. f(x) = e, g(x) = —x. Da blir f(g(x)) = e*, vilket 4r stringt vixande

2.1.(a) f(y) =In(1 + VA —y),ddry < 4.
®) f(y) =In(1- Va—y),dér3 <y < 4.

22.(ra)x=y=1 (ib)x=y=2 (i-c)y:)%,déirx>1.

N
(ir)x=2y=1 (ib)x=4y=2 (icy= y, dirx > 4
(ili-;a)x =y =0 (ili-b) x =y = 1In2 (ili-c) y = x — In(e* — 1), ddrx > 0
X Ve2x _ x
(iv-a)x=y=0 (iv-b)x =Iln4,y =In2 (iv-cy=1n #, dirx > In4

2.3.(i-a) x = e, p # 1 godtyckligt (i-b) x = 1, p € Z* godtyckligt
(i-c)x = 1medp > 0;eller p = 1 och x > 0;eller x = e?""™ daro < p#1

(ii-a) x = 1, p # 1 godtyckligt (li-b)x =p=1
(ii-c)x =0 < p;eller p = 1och x € R;eller x = p/®~V dir1 £ p € R.

3.3.v = krellerv = +arctan(1/V2) + kx, dir k € Z.
34.a ==y =60°

/s
3.5.u+v= Z+knf6rnégotk eZ.

3.8. Pentagon: sidoldngden a = 8sin36° = 24/10 — V20 l.e., omkretsen P = 5a = 1010 — V20 lL.e,,
arean A = 40sin72° = 10V10 + V20 a.e.

k-gon: sidoldngden a = 8 sin ~<> 180 l.e., omkretsen P = k - a = 8k sin =~

arean A = 8k sin % a.e.

180 le

4.1. (a) Ifall w &r ett reellt tal, s& far z € C vara godtyckligt.
Ifall w dr ett icke-reellt tal, s& maste z € R.
Ex: Likheten géller inte fér w = 1 + i,z = 1 — i. Den rdkar gélla fér w = 2 + 3ioch z = 4.

(b) ifallw = 0, s& far z € C vara godtyckligt.

IfallRew = Imw # 0 (d.v.s. u = v # 0), sd maste z € C vara rent imaginirt, d.v.s. Rez = 0 (d.v.s. x = 0).
Ifall Rew # Imw (d.v.s. u # v), s krédvs det att Imz = —22 — . Re z (d.v.s. y = vx/(v — w)).

Ex: Likheten géller inte f6r w = 3 + 4i och z = 3 — 4i. Den rékar gélla fér w = 1 + 3ioch z = 2 + 3i.

4.2.n =12k —2,dirk € Z.



4.3. (a) Den 6ppna cirkelskivan med medelpunkten i origo och radien 1.
Anmdrkning: Oppna cirkelskivan = det omrade som begrinsas av cirkeln, men sjélva cirkeln (alltsd omradets
rand) ingar INTE.

(b) Parabeln med brannpunkten i (1,0) och styrlinjen som ges av ekvationen x = —1 (alltsa lodrit linje).
Parabelns ekvation dr y* = 4x.

4.4.x = 2medv = kx — %, dédr k € Z, 4r den snélla massan 16sningar.
x=10medv = kx + % arctan(%), ddr k € Z, dr den andra massan ldsningar.
4.5.(2cos1)e'™ dirn € Z.

5.1.(a) 1, (b) 1/2, (c) -1

5.2. (a) m/n, (b) ’,2’/5 =

5.3.(a) 81/8191, (b) 0.

5.4. 3 mdjliga 16sningar: (i) a > In7 och b = 0 gor att gransvirdet blir 0;
(i) a = In7 och b = 0 gor att gransvardet blir 1;
(iii) a = In(7/e) och b = 1 gor att griansvirdet blir 0.



