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MVE425: Tekniskt basar - Matematik, del B

Uppgift 1. (a) Definitionsméngd 4r méngden av alla x-virdena i funktionens graf, s& Dy = (3,33).
Virdemingd dr méngden av alla y-védrdena i funktionens graf, sd V¢ = [0, 2].
(b) Dubbla linjaltestet fallerar dd y = 1 eller y = 3 och s& &r f inte omvindbar. Grafens mellersta

del klarar dock dubbla linjaltestet och s kommer funktionens restriktion till intervallet [1, 3] vara
omvindbar.

Uppgift 2. (a) Dividera badda leden med 7* och med 5. Ddrefter logaritmeras ekvationen:

E:E = (1—1))6:E &  x =log (E)
7% 5 7 5 s

Alternativt kunde man ha anvint logaritmfunktionen med en annan bas:

(E)x = B S ln((E)x) = ln(E) S xln(E) = ln(E)
7 5 7 5 7 5
_In(13/5) In13-1n5
*Tihhy/7) Wmii—In7

511" =137 &

Anm.: Det gar alldeles bra att borja med att logaritmera ekvationen och ddrefter utnyttja logaritm-
lagarna till att 16sa ut x:
5:11"=13-7° & In(5-11*) =In(13-7°) & In5+In11"=In13+In7"
© In5+xln11=Ih13+xIln7 & x(ln11-In7)=1n13-1n5
In13-1In5 In(13/5) 13
*Thii-mm7  n(1/7) Og””(?)'

(b) Eftersom ekvationen A> = Bléses av A = +VB da B > 0, far man totalt fyra 16sningar:

xZ = eZ X = xe
2
(ln xz) =4 o hxt=+2 & eller = eller
x? =e? x = +e !

(c) Férenkla uttrycken m.h.a. logaritmlagarna och sedan utnyttja omviandbarheten av lg:

(1-x)° (1-x)°

2lg(1-x)-lg2=1Ig(11-3x) = lg( ) =lg(11-3x) & =11-3x

& (1-x)?=2-6x © 1-2x+x*=22-6x & x’°+4x—-21=0
& x=-2+V22421=-2+V25=-2+5=3eller —7.
Ekvivalens behover inte rada i forsta steget ovan och sa krdvs en kontroll av de funna rétterna:
x=3 VL=2Ilg(1-3)-1g2=2Ig(-2) —lg2 = odefinierat! Siledes dr x = 3 en falsk rot!
x=-7 VL=2Ig(1-(-7)) -1g2=2lg8 —lg2 = Ig8* - Ig2 = Ig(64/2) = Ig32
HL =1g(11-3(-7)) =lg(11+21) =lg32. VL= HL.

Svar: Ekvationen har endast en l6sning, ndmligen x = —7.



Uppgift 3. Enligt uppgiften dr n(14) = 110, vilket ger oss ekvationen

_ In(11/30) In11-1In30

11 11
300ef% =110 © =" o 14k= ln(—) s k
30 30 14 14

Uppgift 4. Borja med att skissa fyrhérningen:

D

A 8 le. B
(a) Diagonalen BD bestdms m.h.a. cosinussatsen |BD|* = |AB|? + |AD|? — 2|AB| |AD| cos «:

IBD|* =8> +5%2—2-8-5-c0s60° =64+25—-80--=89—-40=49 = |BD|=7le.

(b) Vinkeln i hérnet C bestims m.h.a. cosinussatsen |BD|* = |CB|* + |CD|* — 2|CB| |CD| cos y:
2 _ a2, g2 15 —1 o_ 2
7°=3"45"-2-3-5-cosy © chosy = cosy:? = y=120:§7t.

(c) Fyrhérningens area dr summan av areorna av trianglarna ABD och BCD. Trianglarnas areor
bestdms m.h.a. areasatsen

|AB| |AD|sina  8-5-sin60° 40 3 403
= =—.—=——ae.

Asapp = 2 2 2 2 4
A _ICB||CD|siny 3-5-sin120° 15 V3 15V3
ABCD — ) - ) —?'T—Ta.e.
40V3 153 5543
Aapcp = AaaBp + AxBcD = + = a.e.

4 4 4

Uppgift 5. (a) och (b) Se Avsnitt 3.7 i kursboken eller se alternativa bevis pa kurshemsidan pa
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/CTH/mve425b/1819/#Extramaterial

(c) Forst skriver man om tan och cot som kvoter mellan sin och cos. Direfter kommer korsmulti-
plicering i ekvationen ge att

sinu cosv . .
tanu =cotv & = — & sinusinv = cosucosv
cosu  sinv

& 0=cosucosv—sinusinv
& O0=cos(u+v) © u+v=90"+k-180°, keZ.

Eftersom bada vinklarna u och v dr spetsiga (positiva), s& maste deras summa ligga i intervallet
(0°,180°). Det enda majliga vdrdet pd k € Z ar alltsd k = 0 for annars hamnar vinkeln u + v
utanfor intervallet. Séledes 4r u + v = 90° + 0 - 180° = 90°. V.S.B.



Uppgift 6. (a) Ansitt z = x + iy dir x,y € R, sz = x — iy. D4 blir den givna ekvationen

28i + (2 + i) (x + iy) = 20 + (2 + 3i)(x — iy)
© 280+ 2x+ix +i2y —y =20+ 2x +i3x — i2y + 3y

2x—y=20+2x+3 Re —4y = 20 = -5
y y (Re) - y o Y

28+ x + 2y = 3x — 2y (Im) 2x = 28 + 4y X =
Svar:z = 4 — 5i.
(b) Man borjar med att kvadratkomplettera VL.

Z2—(4+20)z+6=0 © zZ*-202+i)z+@+i)* -(2+i)*+6=0
=(e-(2+0))?
& (z-2-i)=02+i) -6 © (z-2-i)*=-3+4i.
~——— ——
=3+4i =w

Nu behover man 16sa ekvationen w? = —3 + 4i. Ansitt w = u + iv, dir u och v 4r reella tal. D4 blir

u> — v = -3 (Re)

(u+iv)’=-3+4i o u+2iww—1*=-3+4 &
2uv = 4 (Im)

Man kan ldgga till en tredje ekvation genom att berédkna absolutbeloppen av bada leden:

'+ 02 = /(=32 +42 =5 (Abs)

(Re) + (Abs) ger 2u® = =3 + 5 = 2 och sd u? = 1,d.v.s., u = +1. Fran ekvationen (Im) fir man att
v =2/u=2/+1= %2, Vihar alltsa fatt tva 16sningar:

z1—-2—-i=w = 14+2i & z,=3+3i och

22—2—i:w2:—1—2i & Zzzl—i.

Svar: Ekvationen loses avz; = 3 +3iochz, =1 — 1.

Uppgift 7. Fjirde resp. femte potensen kan litt berdknas genom att forst uttrycka de komplexa
talen i parenteserna pé polér form:

-V3 1 5 5
|—\/§+i|:\/(—\/§)2+12:2 och sa —\/§+i:2(7\/_+i5) :2(cos%+isin?ﬂ)

— — 4 4
|—1— 1\/§| = \/(—1)2 +(-V3)2=2ochsa —1-iV3 = 2(71 + IT\E) = Z(Cos?ﬂ + isin?ﬂ)

Nu kan man forenkla talet z m.h.a. Moivres formel,
ian/3)°
4 (26 )

=\5
(_1 B 1\/5) _ (261‘5”/6) + = 9%ilon/3 |

z:(—\/§+i)4+ > , >

-1 3 -1 3
= 16e /3 4 16e2"/3 = 16(7 - z%) + 16(7 + z%) =-16

Svar:Rez = —16,Imz = 0.

25ei207r/3



Uppgift 8.

sin(9v)  sin(9v) sin(9v) Smg(—,)gv) 9% 9cos(5v) Smg(—,)gv)
(a) = — = cos(5v) - — = cos(5v) - — = - .
tan(5v)  sin(50) sin(5v) sin(5v) | 59 5 sin(5v)
cos(5v) 50 50
Enligt raknereglerna for gransvirden blir
sin(9v)  9lim, cos(5v) lim, ¢ sm9(9v) _9cos(5-0) 19
v—0 tan(5v) 5 lim, o sm(5v> 5 1 5

dér man utnyttjade kontinuiteten av cos-funktionen samt standardgrénsvardet lim,_, 322 = 1

med x = 9v respektive x = 5v.

3 3 o 3
V27-x3  x-VN27x73 -1 _/x>0dax—>oo/_ V27x3 -1
Viex2 —36 x| - V16 — 36x 2 = |x| =x Vi6—36x2

Eftersom bade kvadrat- och kubikroten dr kontinuerliga pa sina definitionsméngder, s far man
att

(b)

V27=x . Nux -1 limw27x3-1  N27-0-1 V-1 -1

lim —— = lim = = — —_——

o0 1ex2 =36 00 V16 —36x2  \flimw16-36x2 V16-36-0 Vie 4

Uppgift 9. Man ska hitta talen a och b sddana att:
lim f(x) = £(1) = lim f(x).

Nér man provar bestimma vinstergrinsvirdet, sé far man att

x—-a 1-a 1—-a l1—a

lim = = =
=1 2-45-x 2-v5-1" 2-+v4t 07
Det innebdr att a maste vara lika med 1 om det skall finnas nidgon chans att vinstergriansvirdet
existerar (dndligt).
Lat a = 1 sd att man pa riktigt kan berdkna vinstergransvirdet. Man borjar med att forldnga
bréket med nimnarens konjugat:

X1 .2+m_(x—1)(2+\/5—x)_(x—l)(2+\/5—x)
2-\V5—-x 2+v5-x  22-(5-x) x -1

Séledes

=2+V5—x.

—1
lim ——— = hm(2+\/5—x):2+\/5—1:2+\/Z:2+2:4.

x—17 2 —\5 —x x—1"
Nu behdver man undersoka hégergrénsvéirdet vid punkten x = 1:

hmf hm (7x+b)=7-1+b=7+D,

vilket dr lika med funktionsvardet f(1).
Nér de ensidiga gransvirdena sdtts in i kontinuitetsvillkoret, sa tar man reda pa virdet pa b:
lim f(x)= f(1) = lim f(x) & 4=7+b & b=-
x—1" —— x—1t

N—— =7+b N————
=4 =7+b

Svar:a = 1och b = -3.



