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Tentan réttas och bedéms anonymt. Skriv tentamenskoden tydligt pa placeringslista och samtliga
inlamnade papper. Fyll i omslaget ordentligt.

Skriv tydliga, utforliga losningar. Fér godként pa tentan (betyg 3) krdvs minst 20 poidng. For betyg 4 resp. 5
kravs minst 32 resp. 42 poédng. Losningar 1ldggs ut pa kursens hemsida. Resultat meddelas via Ladok . Lycka till!

1. Beriikna foljande integraler

(a) /(1: + 1) cos(2x)dx (b) /eQﬁdx (c) /wdm’

L6sning:

(a) Partialintegration ger

(9p)

/ (z + 1)cos(2z)dz = (z + 1) sin(2z) — / 1 sin(2z)dz = (z + 1)5 sin(2z) + § cos(2z) + C

{ 0
(b) Variabelbyte och partialintegration ger

2fd _ w—tQ 2%y 1y 2
T = dl_% 26 tdt et e“‘dt

d$—2tdt
:€2t 12t_|_C 2\/373(\/5_%)_‘_0

(¢) Némnaren kan faktoriseras 22 + 2 — 6 = (z 4+ 3)? -1 — 2 = (2 + 3)? = ()% =
(x — 2)(x + 3). Partialbraksansatsen blir

4+ 3z A . B
(x—2)(x+3) -2 x+3
Handpéldggning ger A = ﬁg =2och B = m =1.
443 2 1
/”dx:/ + de =2Injx — 2| +Injz+ 3|+ C
2+x—6 r—2 x+3

2. Beridkna arean av det omrade som begrinsas av kurvorna y =22—1ochy= l — 2% —2z.

Losnlng Den forsta kurvan ér 6ver den andra nar -1 > f—x 2 2re0< 2:U +2x—f

2(x + 2)(z — §), s& se skiir varandra vid = —3 och « = 1. Déremellan &r § — 2% — 2z

storst.
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Den inneslutna arean blir

3. Los foljande differentialekvationer

(a) v + 4y + 4y = 2.

(b) zy' — 2y = 22%, y(1) = 0.

(c) zyy = 5.

Losning:

(a) Ekvationen &r linjiar av andra ordningen med konstanta koefficienter.
Vi bérjar med den homogena ekvationen y” + 4y’ + 4y = 0. Den karakteristiska
ekvationen &r 0 = r2 + 4r + 4 = (r + 2)? som har ritter r; = ro = —2. Detta ger
l6sningarna yy, = (C1 + Caw)e 2%,
Pa grund av att hogerledet har gradtal 0 och lagsta derivatan ar av av ordning 0 sa
blir ansatsen for partikulérlosningen y, = A som har y;, = 0 och y; = 0. Sdtter vi in
detta i differentialekvationen far vi 44 =2 = A = % Sa y, = %
Svar: y = y;, + y, = (C1 + Cazw)e 2 + %

(b) Ekvationen ir linjér av forsta ordningen och kan skrivas ¢/ — 22~y = 222. Integrerade
faktorn blir e=2Inlzl = ¢ln(z™*) = =2 Differentialekvationen ger da

el 2y =2 = x_292/2d1‘=2x+0 = y=22"+Cr"
———
a5 (@2y)

Begynnelsevirdet ger 0 = y(1) =24+ C = C = —2.
Svar: y = 223 — 222 = 22%(x — 1).

(c) Ekvationen dr separabel och kan skrivas yy’ = 5z~ som ger [ydy = [ bz~ ldz =
2y =5In|z|+ C =y = +/10In[z[ + 2C.

4. Antalet myror som bor i en myrstack kan beskrivas med den sa kallade logistiska modellen

P'(t) = rP(t)(1 - P[((t))

dar P(t) > 0 #r antal myror vid tiden t méitt i dagar, konstanten r &r en reproduktions-
parameter och konstanten K > 0 begrinsar tillvixten pa grund av brist pa mat etc.

(a) Bestdm antal myror som bor i stacken som en funktion av tiden om man antar att
antalet myror dr Py vid ¢ = 0.

(b) Hur manga myror bor i stacken efter lang tid (t — oco) under samma forutsidttningar

som i (a)?
L6sning:
(a) Ekvationen #r separabel och kan skrivas P’ = rP(1 — £) & P(IP_IE) =r om P inte
K

ar 0 eller K. Detta ger

1
————dP = dt =tr + Cy.
/P(l—Ii) /T‘ T 1

(6p)



Vinsterledet partialbraksuppdelas med ansatsen

1 _ A, B
Pi-p P E

Handpaldggning ger A =1, B = % Sa vi far

1 1 1 1 1
tr+01=/dP:/+dP: = - dp
P1-£) P K1-%) P P-K

P-K K

= In|P|—In|P - K|=—In| |:—ln|1—F]

Vi kan 1osa ut P: [1 — | = et = eCielr = 1 - K = +e et = E=
Ca
1—Coe "= P = 1_02% Aven fallen P = K och P = 0 &r l6sningar, men vi har
kravet P > 0.
Begynnelsevirdet ger Py = [Iz(O) = 1_K02 = %0 =1-Cy=Cy=1— Pﬁo'
Alltsa far vi P(t) = 1 . Detta inkluderar &ven fallet P = K.
1—(1—g)e ™
K
(b) lim P(t) = lim 7 =K

t—o0 t—oo ] — (1 — ?o)e_tr

5. Visa med induktion att det for varje positivt heltal n giller att

n

> 2k +1) =n(n+2)

k=1
Losning: Bassteget n =1: VL1 = Z;lg:1(2k +1)=3=HL,, OK.
Induktionsantagande (IA) : VL, = HL,, dvs ekvationen stdmmer for n = p.
Induktionssteg:

ptl P
VLD = 2k+1) = 2k+1 2 1)+1) = 2)+2p+3
pi1 ;< +1) kZ_l< FDHRE D) = o+ 2) 2+
= &= , HL,
VL

=p +4p+3=(p+2°-1=(p+1)(p+3) = HLpp1.

Sa VL, = HL, medfér VL, 1 = HL,;1. Matematisk induktion ger att ekvationen géller
for alla heltal n > 1.

. En geometrisk talfoljd a1, aq,... &r sadan att ag = 6 och a5 = %. Avgdr om serien
oo

Do

k=1

ar konvergent, och bestdm i sa fall dess summa.
Losning: a; = a1¢" ! och de givna virdena ger 6 = as = a1q och % = a5 = a1q* sa

¢ = Z—; = % = (%) sa g = % a1 = %2 = 12. Konvergenskravet &r —1 < ¢ < 1 sa serien ar

konvergent och har summa 1“—_1(1 = 11_21 = 24.

N}

. Visa att om f(z) dr kontinuerlig pa ett intervall I och om F(z) och G(z) &r primitiva
funktioner till f(x) pa I, sa dr G(z) = F(x) + C for nagon konstant C.
Losning: Se boken eller 16sningsforslaget pa kurshemsidan.

. Formulera och bevisa formeln for en geometrisk summa.
Losning: Se boken eller 16sningsforslaget pa kurshemsidan.

(6p)

(4p)



