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1. Beräkna följande integraler (9p)

(a)

∫
(x + 1) cos(2x)dx (b)

∫
e2
√
xdx (c)

∫
4 + 3x

x2 + x− 6
dx

Lösning:

(a) Partialintegration ger∫
(x + 1)
↓

cos(2x)
↑

dx = (x + 1)12 sin(2x)−
∫

1
2 sin(2x)dx = (x + 1)12 sin(2x) + 1

4 cos(2x) + C

(b) Variabelbyte och partialintegration ger

∫
e2
√
xdx =

/ t =
√
x

x = t2
dx
dt = 2t

dx = 2tdt

/
=

∫
2e2t
↑

t
↓
dt = e2tt−

∫
e2tdt

= e2tt− 1
2e

2t + C = e2
√
x(
√
x− 1

2) + C

(c) Nämnaren kan faktoriseras x2 + x − 6 = (x + 1
2)2 − 1

4 −
24
4 = (x + 1

2)2 − (52)2 =
(x− 2)(x + 3). Partialbr̊aksansatsen blir

4 + 3x

(x− 2)(x + 3)
=

A

x− 2
+

B

x + 3
.

Handp̊aläggning ger A = 4+6
2+3 = 2 och B = 4−9

−3−2 = 1.∫
4 + 3x

x2 + x− 6
dx =

∫
2

x− 2
+

1

x + 3
dx = 2 ln |x− 2|+ ln |x + 3|+ C

2. Beräkna arean av det omr̊ade som begränsas av kurvorna y = x2− 1 och y = 1
2 − x2− 2x. (5p)

Lösning: Den första kurvan är över den andra när x2−1 ≥ 1
2−x

2−2x⇔ 0 < 2x2+2x− 3
2 =

2(x + 3
2)(x − 1

2), s̊a se skär varandra vid x = −3
2 och x = 1

2 . Däremellan är 1
2 − x2 − 2x

störst.
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Den inneslutna arean blir

A =

∫ 1
2

− 3
2

1
2 − x2 − 2x− (x2 − 1)dx =

[
−2

3x
3 − x2 + 3

2x
] 1
2

− 3
2

= − 2
3(12)3 − (12)2 + 3

2(12)− (−2
3(−3

2)3 − (−3
2)2 + 3

2(−3
2)) = 8

3

3. Lös följande differentialekvationer (12p)

(a) y′′ + 4y′ + 4y = 2.

(b) xy′ − 2y = 2x3, y(1) = 0.

(c) xyy′ = 5.

Lösning:

(a) Ekvationen är linjär av andra ordningen med konstanta koefficienter.
Vi börjar med den homogena ekvationen y′′ + 4y′ + 4y = 0. Den karakteristiska
ekvationen är 0 = r2 + 4r + 4 = (r + 2)2 som har rätter r1 = r2 = −2. Detta ger
lösningarna yh = (C1 + C2x)e−2x.
P̊a grund av att högerledet har gradtal 0 och lägsta derivatan är av av ordning 0 s̊a
blir ansatsen för partikulärlösningen yp = A som har y′p = 0 och y′′p = 0. Sätter vi in

detta i differentialekvationen f̊ar vi 4A = 2⇒ A = 1
2 . S̊a yp = 1

2 .
Svar: y = yh + yp = (C1 + C2x)e−2x + 1

2 .

(b) Ekvationen är linjär av första ordningen och kan skrivas y′−2x−1y = 2x2. Integrerade
faktorn blir e−2 ln |x| = eln(x

−2) = x−2. Differentialekvationen ger d̊a

x−2y′ − 2x−3y︸ ︷︷ ︸
d
dx

(x−2y)

= 2 ⇒ x−2y =

∫
2dx = 2x + C ⇒ y = 2x3 + Cx2.

Begynnelsevärdet ger 0 = y(1) = 2 + C ⇒ C = −2.
Svar: y = 2x3 − 2x2 = 2x2(x− 1).

(c) Ekvationen är separabel och kan skrivas yy′ = 5x−1 som ger
∫
ydy =

∫
5x−1dx ⇒

1
2y

2 = 5 ln |x|+ C ⇒ y = ±
√

10 ln |x|+ 2C.

4. Antalet myror som bor i en myrstack kan beskrivas med den s̊a kallade logistiska modellen
(6p)

P ′(t) = rP (t)
(

1− P (t)

K

)
där P (t) > 0 är antal myror vid tiden t mätt i dagar, konstanten r är en reproduktions-
parameter och konstanten K > 0 begränsar tillväxten p̊a grund av brist p̊a mat etc.

(a) Bestäm antal myror som bor i stacken som en funktion av tiden om man antar att
antalet myror är P0 vid t = 0.

(b) Hur många myror bor i stacken efter l̊ang tid (t→∞) under samma förutsättningar
som i (a)?

Lösning:

(a) Ekvationen är separabel och kan skrivas P ′ = rP (1 − P
K ) ⇔ P ′

P (1− P
K
)

= r om P inte

är 0 eller K. Detta ger ∫
1

P (1− P
K )

dP =

∫
rdt = tr + C1.



Vänsterledet partialbr̊aksuppdelas med ansatsen

1

P (1− P
K )

=
A

P
+

B

1− P
K

.

Handp̊aläggning ger A = 1, B = 1
K . S̊a vi f̊ar

tr + C1 =

∫
1

P (1− P
K )

dP =

∫
1

P
+

1

K(1− P
K )

dP =

∫
1

P
− 1

P −K
dP

= ln |P | − ln |P −K| = − ln |P −K

P
| = − ln |1− K

P
|

Vi kan lösa ut P : |1 − K
P | = e−tr−C1 = eC1etr ⇒ 1 − K

P = ±e−C1︸ ︷︷ ︸
C2

e−tr ⇒ K
P =

1− C2e
−tr ⇒ P = K

1−C2e−tr . Även fallen P = K och P = 0 är lösningar, men vi har
kravet P > 0.
Begynnelsevärdet ger P0 = P (0) = K

1−C2
⇒ K

P0
= 1− C2 ⇒ C2 = 1− K

P0
.

Allts̊a f̊ar vi P (t) =
K

1− (1− K
P0

)e−tr
. Detta inkluderar även fallet P = K.

(b) lim
t→∞

P (t) = lim
t→∞

K

1− (1− K
P0

)e−tr
= K.

5. Visa med induktion att det för varje positivt heltal n gäller att (6p)

n∑
k=1

(2k + 1) = n(n + 2)

Lösning: Bassteget n = 1: V L1 =
∑1

k=1(2k + 1) = 3 = HL1, OK.
Induktionsantagande (IA) : V Lp = HLp, dvs ekvationen stämmer för n = p.
Induktionssteg:

V Lp+1 =

p+1∑
k=1

(2k + 1) =

p∑
k=1

(2k + 1)︸ ︷︷ ︸
V Lp

+(2(p + 1) + 1) =
(IA)

p(p + 2)︸ ︷︷ ︸
HLp

+2p + 3

= p2 + 4p + 3 = (p + 2)2 − 1 = (p + 1)(p + 3) = HLp+1.

S̊a V Lp = HLp medför V Lp+1 = HLp+1. Matematisk induktion ger att ekvationen gäller
för alla heltal n ≥ 1.

6. En geometrisk talföljd a1, a2, . . . är s̊adan att a2 = 6 och a5 = 3
4 . Avgör om serien (4p)

∞∑
k=1

ak

är konvergent, och bestäm i s̊a fall dess summa.
Lösning: ak = a1q

k−1 och de givna värdena ger 6 = a2 = a1q och 3
4 = a5 = a1q

4 s̊a

q3 = a5
a2

= 1
8 =

(
1
2

)3
s̊a q = 1

2 . a1 = a2
q = 12. Konvergenskravet är −1 < q < 1 s̊a serien är

konvergent och har summa a1
1−q = 12

1− 1
2

= 24.

7. Visa att om f(x) är kontinuerlig p̊a ett intervall I och om F (x) och G(x) är primitiva
funktioner till f(x) p̊a I, s̊a är G(x) = F (x) + C för n̊agon konstant C. (4p)
Lösning: Se boken eller lösningsförslaget p̊a kurshemsidan.

8. Formulera och bevisa formeln för en geometrisk summa. (4p)
Lösning: Se boken eller lösningsförslaget p̊a kurshemsidan.


