Losningar for tenta i MVE425 Matematik, del D 2018-05-19 kl. 14:00-18:00

1. (a) Alternativ 1: Ett variabelbyte ger
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r+1 +1 u 1
——dx = = 2 du = <— —) d
1 / " udu / 5 + 5 U
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Alternativ 2: Ett annat variabelbyte ger
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v+ 1 v / . 1 vl
x = = —dv
V2T +1 dx_“; 2¢/v VU
-2

W32 pl/2
:1/< ) (3/2+m>+0

:U‘F 3\f \/_(v—|—3)+C
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Svar: Integralen blir (x+2) 5 T +C.

(b) Partialintegration ger

/(1 —3z)e Pdr=—(1—3x)e " — /36’3 dx
—(1=3z)e"+3e " +C=Bx+2)e"+C

Svar: Integralen blir (3z 4 2)e™ + C.

(¢) Vi har att gora med en rationell funktion, och téljarpolynomets grad ar lagre
an namnarpolynomets (vi slipper polynomdivisionen hér). For att faktorisera
ndmnaren gissar vi roten x = 1 och utfér polynomdivision (har slapp vi inte

undan):
=22+1
r—1|2 =22 + -1
—(2° — 2?)
0O +x—1

—(z-1)
0

Faktorisering av namnaren i reella faktorer ger alltsa

- tr—1=(r—-1)(z*+1),



dér 22 + 1 saknar reella nollstéllen. En limplig ansats for partialbrak ar

2 A Bx+E A(@@*+ 1)+ B(z*—z)+ E(x — 1)
(95—1)(:162%—1):$—1jL 2+1 (x —1)(22+1) ’
dar identifiering av koefficienter ger
z? (A+B =0 A+B =0
x: —-B+E=0% —-B+E= 0&
konstant : | A —FE=2 B+ FE=-2
(A+B = 0 A= 1
—-B+E= 0&({B=-1
2F = =2 E=-1.

Integralen ges nu av

2 1 r+1
dr = = d
/(m—l)(mQ—i—l) v /(m—l x2—|—1> v
T 1
:1n|x—1|—/<x2+1+x2+1>dx

1
=Injz—1| - §1n|x2+1‘ —arctanz + C.

1
Svar: Integralen blir In |z — 1| — 3 In (z* 4+ 1) — arctanz + C.

2. Vi betecknar
VL(n) =Y (2k+1)3"  och  HL(n)=n3"",
k=1
och later U(n) vara utsagan (pastaendet) att V L(n) = HL(n).
Eftersom VL(1) = (2-1+1)3' =3 = HL(1) ar U(1) sann, och vi har alltsa ett
giltigt basfall.

Vi skall nu visa induktionssteget, dvs att U(p) = U(p + 1). Antag darfor att U(p)
ar sann for nagot visst p, dvs att V L(p) = HL(p). Det géller nu att

ptl
VL(p+1) =) (2k+1)3* = (2(p+ 1) + 1)3""" +
k=1
= (2p+3)3"" + = (2p+3)3"" +
= (2p+3)3"" + = (3p+3)3"" = (p+1)3"*? = HL(p + 1),

dér de forgyllda uttrycken ovan ér lika enligt antagandet att U(p) ar sann. Vi har nu
funnit att U(p+1) &r sann sa fort U(p) &r sann, dvs induktionssteget U(p) = U(p+1)
galler.

Vi har ett giltigt basfall och ett induktionssteg, och induktionsprincipen ger dartor
att U(n) ar sann for alla heltal n > 1.

3. Vi avléser forsta termen a; = x och far seriens kvot till ¢ = %, sa att a, = a1¢" L.

Serien kan nu skrivas

x+2+4+—+ Zak Zalq Z (i)k_l,



4.

och satsen om geometriska serien siger att om —1 < % < 1 sa ar serien konvergent

och har summan
> 2\ k-1 ai x T
Yu(3) it ie
— q —z Z

Om detta skall vara lika med 8 maste

2:8©x%:&—HR$ﬁ—&VH6:O©@%AV:O@x:&
x_

och lyckligtvis ar —1 < % < 1.

o 2\ k-1
Svar: Serien skrivs E m(—) och har summan 8 da =z = 4.
x
k=1

(a) Ekvationen ar separabel, och vi kan skriva om den som

/

y
y? +4

=4 - 2x,

eftersom det inte ar farligt att dela med y* +4 > 0. Genom att integrera bada
sidor med avseende pa x far vi

Y
= [(4-2

dér (vi sparar konstanten till hoger sida)

Y o= lay = _ [ _E/L
[ =l =vow] = [ =] (57 +1
arctan(g) 1

1 y
= -+ ——F— = garctan (—)
4 1 2 2

och
/(4—2x)d:c:4:c—:1:2—|—B

for nagon konstant B. Det géaller alltsa att

1
3 arctan <g) —4dr—2’+B<
arctan <%) =8z — 21>+ 2B &
J_ tan(8x — 22° + 2B ) &
2 =C

y(r) = 2tan(8z — 22% + C).

Svar: Funktionen ges av y(z) = 2tan(8z — 222 + (), dar C' ar en konstant.

(b) Ekvationen é&r lineér och av forsta ordningen, och vi loser den dérfor med
metoden som bygger pa integrerande faktorn.



Integrerande faktorn blir LF = ¢=2

sidor. Detta leder till

* och denna skall multipliceras in pa bada

672:1:yl - 2672xy — 672:1367:1: =
A e

~
produktderivata

d —2x —3x
%(e 2 y) = &
e 2y = /635C dr <
e—3x
ey = — +C &
3
e” 2x
y(z) = ——— + Ce™.
3
Svar: Funktionen ges av y(x) = S Ce*, dar C ér en konstant.

3

(c) Hér har vi en inhomogen linedr ekvation av ordning tva med konstanta koef-
ficienter. Alla 16sningar kommer att vara pa formen y(x) = yn(x) + yp (), dar
yn(x) ar allménna 16sningen till motsvarande homogena ekvation och y,(x) ar
nagon partikularlosning.
For att hitta y,(z) 16ser vi karakteristiska ekvationen:

5 125 5 1
2 f— :——:]: —— :——:l:—.
r“+5r+6=0<r 5 1 6 55

Eftersom rétterna ér olika blir y,(z) = Cre™** + Che ™.

En partikularlsning y,(z) kan vi fa pa olika sétt.

Alternativ 1: Infor en komplex hjdlpekvation,
2+ 52+ 62 =2,

dir y = Re{z} och cosz = Re{e™}. Ansatsen z,(z) = Ae™ leder till
2 (x) = iAe™ och 2)(x) = i*Ae’”™ = —Ae™, och insatt i ekvationen blir
det

—Ae™ 4 5iAe” 4 6Ae™ =267 & A(—14+5i+6) =2 <

2 2(5-5i)  10—10i 1—i

" 5+5i  (5+5i)(5— bi) 50 5
Alltsa blir

o(x) = Re{2p(2)} = Re { L } _Re {

1 .
E (cosx+zsmx)}

1 1

=% Re{cosx +isinx —icosx —i*sinz} = g(cosx +sinz).

Alternativ 2: Vi gor ansatsen y,(z) = Acosx + Bsinz, som leder till
yo(z) = —Asinz 4+ Bcosz och gy (x) = —Acosz — Bsinu.

Insattning i ekvationen ger

—Acosx — Bsinz + 5(Bcosz — Asinz) + 6(Acosx + Bsinx) = 2cos z.



Genom att samla ihop alla cosinus respektive sinus och identifiera koeffi-
cienter far vi

COST : 5A+5B =2 10A =2 1
. & S A=B=-.
sina : —5A+5B=0 10B =2 5
En partikulérlosning &r alltsd y,(z) = (cosz 4 sin ).

Alla losningar till differentialekvationen fas som

(cosz + sinx).

U] =

y(z) = yn(w) + yp(x) = Cre 2" + Che " +

1
Svar: Lésningarna ges av y(z) = Cre > + Coe " + g(cos x +sinzx), dar C}

och (5 ar konstanter.
5. Volymforandringshastigheten ges av
V'(t) = TR*/ (t),
men samtidigt ar
V(1) = din(t) — pue(t) = —mr?/gy(t).
Detta leder till differentialekvationen

TR (t) = —7r’\/gy(t).

Ekvationen ar separabel. Om tanken inte &r tom vid tiden t sa ar hojden y(t) > 0,
och vi kan da skriva

TR (t) = —1r*\/gy(t) & y(t) = —(1>2\/§

Vi integrerar bada sidor med avseende pa t, och far (vi sparar konstanten till ho-
gerledet)

/%dt:[dyzy’(t)dt]:/%ZQ %:2\/@

i vansterledet respektive C' — ( )2\/§t i hogerledet. Det aterstar att losa ut y(t):

r
R

250 =0 - ()it = w0 =30 ()"0’

Svar: En differentialekvation som beskriver hojden y(t) ar R%y/(t) = —r?\/qgy(t).

1 2 2
Losningen till denna, tills det att cisternen blivit témd, ar y(t) = 1 (C— <%> V9 t>

for en konstant C' (som beror pa hur mycket cisternen inneholl fran bérjan).



6. Rotationskroppens volym ar

|
=)

V= / y(r)* do = 7T/ (Vzsinz)®do = 7T/ rsin® z dr = [tipset]
0 0 0
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0 2 Jo

I
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- - 29 T
:g/o xdx—g/() xcostdx:g[%L—g/O x cos 2x dx
™ oo [T - :
=73 x cos 2z dx = [partialintegration]
0
™ o [:L’siHer /”Sin?fcd 7T3+7T/7r8m%d
4 2 2 0 0 2 4 2 0 2
———

0
Svar: Rotationskroppens volym ar V = T

7. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran forelésning 1.

8. Se boken, bevisforslagen pa kurshemsidan, eller anteckningarna fran foreldsning 7.



