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Forord

Datoralgebraprogram (Computer Algebra Systems) kan anvdndas for att
férenkla uttryck, derivera, integrera, 16sa differentialekvationer och sa vidare.
Om man forstar hur ett matematiskt problem kan 16sas s& kan man ta datorn
till hjalp for att gora en del av de algebraiska manipulationerna. Saknar man
déremot den grundldggande matematiska forstaelsen hjélper inga datorkom-
mandon, problemet forblir olésbart.

Foreliggande kompendium behandlar MATLABs tilliggsprogrammet i sym-
bolisk matematik (Symbolic Math Toolbox) och &dr skrivet for matematiker,
naturvetare, teknologer, larare och andra intresserade som vill lara sig grun-
derna i datoralgebra. Omradena som behandlas &r de man normalt stéter
pa under sina grundliggande matematikstudier. Dessa omraden utgor bara
en liten del av allt det som ingéar i tilliggsprogrammet, och den intresserade
lasaren som vill ldra sig mer uppmanas darfor att systematiskt ga igenom
den dokumentation som finns tillgénglig via programmets hjélpfunktion. For
att f& ut sd mycket som mdjligt av studierna i datoralgebra férordas en aktiv
inldrningsstil, dar kompendiets exempel kors pa dator och dar man sjilv ar
nyfiken och undersoker vad som hénder om man dndrar pa saker och ting och
hur kommandona beter sig pa nérliggande problem.

Kompendiet ar ett komplement till boken MATLAB-berdkningar inom teknik
och naturvetenskap, Studentlitteratur, 2010. I kompendiet refererar jag till
denna bok som huvudboken (HB).

For de som inte har tillgang till MATLAB och tilliggsprogrammet i symbolisk
matematik rekommenderar jag programpaketet Maxima. Maxima gar under
GNU Public License och kan laddas ner fran

http://maxima.sourceforge.net

Maxima beskrivs ingdende i min bok Matmatik med datoralgebrasystem,
Studentlitteratur, 2008.

Materialet har under flera ar utprovats i olika kurser pa Malmé hogskola. 1
samband med detta tackar jag alla studenter for viardefulla synpunkter och



forslag till forbattringar och fortydligande. Jag vill ocksa rikta ett stort tack
till Dr Stefan Gustafsson, min vin och rumskamrat pa Malmo6 hogskola, for
hans engagemang i detta projekt.

Malmé i maj 2010

Per Jonsson
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Kapitel 1

Symboliska uttryck

1.1 Om programmet for symbolisk matematik

Med tilliggsprogrammet fér symbolisk matematik, vilket ingér som stan-
dard i studentversionen av MATLAB, far man tillgang till kommandon for
algebraiska manipulationer, derivering, integrering, analytisk 16sning av dif-
ferentialekvationer med mera. Tilldiggsprogrammet &r baserat pa kidrnan av
datoralgebraprogrammet Maple V. For att ta reda pa om tillaggspaketet for
symbolisk matematik (Symbolic Math Toolbox) &r tillgingligt p4 den ak-
tuella datorn ger man kommandot ver vid kommandopromptern. MATLAB
svarar da med information om versionen av programmet och ger dessutom
en lista pa de tillaggsprogram som é&r installerade. Ga igenom listan och se
om Symbolic Math Toolbox ar med.

1.2 Hjalpkommandon och dokumentation

Genom att klicka pa hjdlpknappen i utvecklingsmiljons verktygsfilt (se figur
1.1HB)! kommer MATLABs hjilpfonster upp (se figur 1.4HB) D4 man ak-
tiverar boken med Symbolic Math Toolbox blir dokumentationen som hor
till tillaggspaketet for symbolisk matematik tillgdnglig. Dokumentationen in-
nehaller, forutom en allmén beskrivning av tilliggspaketet, alla kommandon
listade i kategorier och i alfabetisk ordning.

Precis som vanligt kan man ocksa fa hjilp via kommandofonstret. D4 man
skriver help f6ljt av ett kommando, som méste foregas av sym for att markera
att kommandot hor till tilliggspaketet for symbolisk matematik, far man en
detaljerad beskrivning av kommandot och hur det anviands. Man kan ocksa

1HB refererar till huvudboken: Per Joénsson, MATLAB-berikningar inom teknik och
naturvetenskap, Studentlitteratur 2010
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fa tillgang till Maples underliggande hjélptext genom att skriva mhelp f6ljt
av kommandot. En lista 6ver alla kommandon som &r tillgdngliga i tillagspro-
grammet fas genom att skriva help symbolic.

Exempel 1.1. For att fa information om kommandot diff fér symbolisk
derivering skriver man

help sym/diff
Foljande forklarande utskrift kommer d& upp

DIFF Differentiate.

DIFF(S) differentiates a symbolic expression S with
respect to its free variable as determined by FINDSYM.
DIFF(S,’v’) or DIFF(S,sym(’v’)) differentiates S with
respect to v.

DIFF(S,n), for a positive integer n, differentiates S
n times.

DIFF(S,’v’,n) and DIFF(S,n,’v’) are also acceptable.

Examples;
x = sym(’x’);
t = sym(’t?);
diff(sin(x~2)) is 2*cos(x"2)*x
diff(t~6,6) is 720.

See also INT, JACOBIAN, FINDSYM. -

Exempel 1.2. For att f& Maples underliggande hjélptext for kommandot
diff skriver man

mhelp diff
vilket ger

diff or Diff - Differentiation or Partial Differentiation

Calling Sequence:
diff(a, x1, x2, ..., xn)
Diff(a, x1, x2, ..., xn)
diff(a, [x1, x2, ..., xn])
Diff(a, [x1, x2, ..., xn])

Parameters:
a - an algebraic expression



1.3 Inledande exempel

x1, x2, ..., Xn - names
Description:
- diff computes the partial derivative of the expression
a with respect to x1,x2, ..., xn, respectively. The

most frequent use is diff(f(x),x), which computes the
derivative of the function f(x) with respect to x.

Maples hjalptext &r normalt vildigt omfattande och vi har hér skurit ner den
for att inte ta upp alltfor mycket plats. O

1.3 Inledande exempel

Vi tar nagra inledande exempel for att visa pa anvindningen av symbolisk
matematik. Detaljer och ingaende forklaringar till kommandona kommer i de
féljande avsnitten.

Exempel 1.3. For att utveckla uttrycket (5z 4+ 4)* skriver man

syms x
expand ((5*x + 4)~4)

Det forsta kommandot anger att = ar en symbolisk variabel. Det andra kom-
mandot sdger till MATLAB att utveckla det symboliska uttrycket. Vi far fol-
jande utskrift pa skdrmen

ans =
625*x~4+2000%x~3+2400%x~2+1280*x+256

Algebraiska manipulationer aterkommer i kapitel 2. O

Exempel 1.4. Ekvationen ¢ + 3t + 2 = 0 16ses genom kommandona

syms t
1 = solve(t~2+3*t+2,t)

Det forsta kommandot anger att ¢ dr en symbolisk variabel. Det andra kom-
mandot dr en uppmaning till MATLAB att 1sa ekvationen t? + 3t +2 = 0
med avseende pa t och spara losningen i variabeln [, vilket ger

Ekvationslosning behandlas i kapitel 2. a

Exempel 1.5. For att berdkna och plotta Taylorpolynomet av grad 3 av
funktionen f(z) = sin(z) kring punkten = 0 ger man kommandona
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syms x
f = sin(x);

p = taylor(f,4,0); 7% Obs 4 ger polynom av grad 3

xv = linspace(-2,2);

fv = subs(f,x,xv); pv = subs(p,x,xv);
plot(xv,fv,xv,pv,’--’), legend(’sin(x)’,’pol. av grad 3’)

1]

Det forsta kommandot anger att x 4r en symbolisk variabel. Andra komman-
dot definierar funktionen f(z) = sin(z). Tredje kommandot ger Taylorpoly-
nomet och lagrar det i variabeln p. Fjarde kommandot genererar en vektor
zv med 100 vérden jamnt fordelade mellan —2 och 2. Femte och sjitte kom-
mandona ersdtter den symboliska variabeln z i uttrycken fér f och p med
vektorn zv si att vi far vektorer fv och pv med funktionsvirden (se avsnitt
1.6). Dessa vektorer plottas mot zv med hjilp av plotkommandot, vilket ger

figur 1.1. m]
1 ! R
— sin(x) -
--- pol.av grad 3
0.5¢
0,
-0.5r
- 1 0 1 2

Figur 1.1: Funktionen f(x) = sin(z) och Taylorpolynomet av grad 3 kring 0.

Exempel 1.6. Vi har en andra ordningens differentialekvation med begyn-
nelsevillkor

{ y”+y’+y:e’x
y(0)=1, y'(0)=-2.

Differentialekvationen 16ses analytiskt med kommandona
y = dsolve(’D2y+Dy+y=exp(-x)’,’y(0)=1’,°Dy(0)=-27,°x’)
och MATLAB svarar

y =
-2/3%exp(-1/2*x)*sin (1/2*3~(1/2) *x) %3~ (1/2) +exp (-x)



1.3 Inledande exempel

For att fa en snyggare utskrift skriver vi
pretty(y)
vilket ger

1/2 1/2
- 2/3 exp(- 1/2 x) sin(1/2 3 x) 3 + exp(-x)

Kommandon for att derivera, integrera och 16sa differentialekvationer be-
handlas i kapitel 3 och 4. O

Exempel 1.7. Det &r mycket enkelt att kombinera symboliska manipula-
tioner och programmering. Legendrepolynomet av grad k definieras av

1 d* &

Legendrepolynomen ar sinsemellan ortogonala med avseende pa skalérpro-
dukten

1

(Pe(t)|Pu(t)) = / Pu(t)Pi(t) di

-1
och dessutom géller att

2
Py(t)|Pr(t) = ——.
(PP = s
Fo6ljande program berdknar Legendrepolynomen P (t), Pa(t),..., Ps(t) och
lagrar dem i en vektor p.

syms t

for k = 1:5
p(k) = expand((1/(2"k*prod(1:k)))*diff ((t~2-1)"k,t,k));
disp(p(k))

end

MATLAB svarar

t
3/2*xt"2-1/2
5/2%t~3-3/2*t
35/8*%t~4-15/4%t~2+3/8
63/8%t~5-35/4*t~3+15/8*t

I de foljande kapitlen aterkommer vi flera ganger till programmering. O
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1.4 Symboliska objekt och variabler

I tillaggsprogrammet for symbolisk matematik infér man symboliska objekt,
eller symboliska uttryck, som en ny datatyp. Symboliska objekt (uttryck) &r
formellt satt teckenstrangar som skapas med kommandot sym eller som sétts
samman av andra symboliska objekt. En variabel som tilldelas virdet av ett
symboliskt objekt kallas en symbolisk variabel. Symboliska objekt kan ma-
nipuleras enligt kinda algebraiska lagar.

a = sym(’k?)

a = sym(’k’,’real’)

a = sym(’k’,’positive’)
a = sym(’k’,’unreal’)

syms a b ¢

syms a b ¢ real

syms a b ¢ positive

syms a b ¢ unreal

variabeln a tilldelas virdet av det
symboliska objektet k.

variabeln a tilldelas vardet av det
symboliska objektet k, som forutsitts
vara reellt.

variabeln « tilldelas virdet av det
symboliska objektet k, som forutsitts
vara reellt och positivt.

variabeln a tilldelas vardet av det
symboliska objektet k, som inte forut-
satts vara reell eller positivt.
variablerna a, b, ¢ tilldelas virdena av
de symboliska objekten a, b, c.
variablerna a, b, ¢ tilldelas virdena av
de symboliska objekten a, b, ¢, vilka for-
utsétts vara reella.

variablerna a, b, c tilldelas virdena av
de symboliska objekten a, b, ¢, vilka for-
utsétts vara reella och positiva.
variablerna a, b, c tilldelas viardena av
de symboliska objekten a, b, ¢, som inte
forutsétts vara reella eller positiva.

whos ger en detaljerad lista 6ver alla variab-
ler, bade numeriska och symboliska.
syms ger en lista 6ver de symboliska variab-
lerna.
Exempel 1.8.

(a) Kommandot

a = sym(’a’)

tilldelar variabeln a virdet av det symboliska objektet a. Variabeln a blir allt-
s& en symbolisk variabel. Om vi vid nagot senare tillfdlle tilldelar a vérdet




1.4 Symboliska objekt och variabler

av ett tal, t.ex. a = 1.1, sa 6vergar a till att bli en vanlig numerisk variabel.

(b) Genom kommandona
a = sym(’a’,’positive’), b = sym(’b’,’positive’)

tilldelas variablerna a och b virdena av de symboliska objekten a respektive
b, vilka forutsétts vara reella och positiva. Ovanstaende tilldelningssats kan
ocksa skrivas

syms a b positive

Da det sista skrivsattet ar kortare ar det ofta att foredra.

(¢) Kommandot
a = sym(’a’,’unreal’)

tilldelar variabeln a virdet av det symboliska objektet a, som nu inte forut-
sitts vara reellt och positivt. Kommandot rensar variabeln och objektet a
fran tidigare forutsattningar.

(d) Kommandot
a = sym(’sqrt(5)+1?)
tilldelar variabeln a virdet av det symboliska objektet v/5 + 1. O
Exempel 1.9.
(a) D& vi ger kommandot
f = symCPa*x~2 + b*xx + c¢’)

tilldelas variabeln f virdet av det symboliska objektet az? + bx + ¢. Samma
symboliska objekt kan ocksa skapas genom kommandona

syms a b ¢ x
f = a*x™2 + b*x + ¢

I detta fallet skapas forst de symboliska objekten a,b,c,x, vilka lagras i
motsvarande variabler. De grundliggande symboliska objekten sétts sedan
samman till ax? + bx + c. I det féljande kommer vi ofta att anvinda det
senare sittet att skapa mera komplicerade symboliska objekt.

(b) D& vi ger kommandot

f = sym(’sqrt(2)*sin(a*x+b)?’)
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tilldelas variabeln f viirdet av det symboliska objektet /2 sin(ax+b). Samma
symboliska objekt kan ocksa skapas genom kommandona

syms a b x
k = sym(’sqrt(2)’)

f = k*sin(a*x+b) O

Exempel 1.10. Vi har variablerna a = 3,z = 1-3i, x = sym(’sqrt(5)’)
ochy = sym(’y’,’real’)
(a) Kommandot

who

ger da foljande utskrift

Name Size Bytes C(lass

a 1x1 8 double array

X 1x1 138 sym object

y 1x1 126 sym object

z 1x1 16 double array (complex)

Grand total is 12 elements using 288 bytes

Forutom namnen far vi storleken, upptaget minnesutrymme i bytes samt
typen av de definierade variablerna.

(b) Kommandot
syms

ger endast de symboliska variablerna
152 'y

(c) For att ta bort alla variabler, numeriska som symboliska, ger man kom-
mandot

clear all

Gamla variabler som ligger kvar i minnet orsakar ofta fel. Det &r darfér en
god regel att borja varje ny arbetsuppgift med att rensa variablerna. O

1.5 Rakning med symboliska objekt

Symboliska objekt och uttryck visas vénsterjusterade i kommandofonstret
medan numeriska objekt visas indragna. Symboliska objekt hanteras ocksé



1.5 Rikning med symboliska objekt

annorlunda vid berdkningar &n MATLABs vanliga numeriska objekt.

Exempel 1.11.

(a) Om vi tar sinus av /3
x = sin(pi/3)
svarar MATLAB med
x =
0.86602540378444

Vi har fatt svaret som ett decimaltal. Om vi definierar 7/3 som ett symboliskt
objekt genom kommandot sym(’pi/3?) och tar sinus

x = sin(sym(’pi/3?))
svarar MATLAB med
x =

1/2%3~(1/2)

Vid tilldelningen blir # en symbolisk variabel som innehaller svaret i den
exakta formen. For att fa en snyggare utskrift kan man skriva pretty(x)
vilket ger

1/2
1/2 3

For att omvandla det exakta svaret till ett decimaltal i dubbel precision skriv-
er vi double(x) varvid MATLAB returnerar 0.86602540378444.

(b) Da vi skriver
x=2;y=3;
z=1/x + 1/y

svarar MATLAB med

z =
0.83333333333333

Vi har fatt svaret som ett decimaltal. Om vi definierar 2 och 3 som symboliska
objekt och gor samma operationer

x = sym(’2’); y = sym(’°3?);
z=1/x + 1/y

svarar MATLAB med

z =
5/6

Vid tilldelningen blir z en symbolisk variabel som innehaller svaret pa exakt
form. O
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1.6 Substitution, omvandling till numerisk form

Vid arbetet med symboliska uttryck har man ofta anvindning fér substitu-
tionskommandot subs. Kommandot kan bland annat anvéndas fér att om-
vandla symboliska uttryck till numerisk form.

subs(s) ersatter symboliska variabler i uttrycket s med
motsvarande variabelvéirden.

subs(s,o0ld,new) ersitter den symboliska variabeln old i uttrycket
s med new, diar new ar en symbolisk eller nume-
risk variabel eller ett uttryck. Fungerar dven for
ersattning av flera symboliska variabler, vilka d&
skall skrivas inom klammerparentes.

Exempel 1.12.
(a) Vi definierar ett symboliskt uttryck som lagras i y

syms a ¢ t
y = cxexp(-axt);

Genom kommandona

c=4; a=2;
subs (y)

ersitts variablerna ¢ och a i uttrycket for y med variabelvirdena 4 och 2
vilket ger

ans =
4*exp (-2*t)

(b) Vi definierar ett symboliskt uttryck

syms abdt
y = axsin(b*t+d);

Da vi ger kommandot
subs(y,{a b d},{56 2 -1})
ersitts variablerna a, b, d i uttrycket for y med vardena 5,2, —1, vilket ger

ans =
5*sin(2*t-1)

(c) Vi definierar ett symboliskt uttryck
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syms a b t
y = a*t"2 + b
Genom kommandona
T =0:5;
Y = subs(y,t,T)
ersitts variabeln ¢ i uttrycket f6r y med vektorn 7' = (0,1,2,3,4,5). Ersit-
tningen sker elementvis och vi far utskriften
Y =
[ b, a+tb, 4*a+b, 9*a+b, 16+*a+b, 25*a+b]
(d) Vi definierar ett symboliskt uttryck
syms t x
f = t~2%exp(-t);
Genom kommandot
g = subs(f,t,sin(x))
ersitts variabeln ¢ i uttrycket for f med uttrycket sin(z), vilket ger
g =
sin(x) ~2%exp(-sin(x))

Substitutionskommandot &r alltsd mangsidigt och vi kan ersétta symboliska
variabler med andra symboliska uttryck, men ocksa med tal och vektorer. O

Som ett sista exempel ska vi anvdnda substitutionskommandot fér att om-
vandla ett symboliskt uttryck till en numerisk vektor, vilken sedan anvinds
fér att generera en plot.

Exempel 1.13.
(a) Vi har ett symboliskt uttryck

syms x
f = x*sin(x);

Genom kommandona

xv = linspace(0,20,500);
fv = subs(f,x,xv);
plot(xv,fv)

xlabel(’x’), ylabel(’y’)

ersitts x i det symboliska uttrycket f med den numeriska vektorn zv varvid
vi far en numerisk vektor fv. Observera att ersdttningen sker elementvis och
att vi inte behéver anvinda .* i uttrycket for f. Vektorn fv plottas sedan
mot xv med hjilp av det vanliga plotkommandot. Plotten visas till vanster i
figur 1.2.
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(b) Vi har ett symboliskt uttryck

syms a b ¢ x
f = axsin(b*x+c);

Genom kommandona,

f = subs(f,{a b c},{3 1 -pi/4});

xv = linspace(0,20,500);

fv = subs(f,x,xv);

plot(xv,fv), xlabel(’x’), ylabel(’y’)

ersitts a, b, ¢ 1 det symboliska uttrycket f med vérdena 3,1, —7/4 varvid vi far
ett nytt symboliskt uttryck f. I fersétts sedan £ med den numeriska vektorn
av, vilket ger en numerisk vektor fv. Vektorn fv plottas slutligen mot zv. Den
genererade plotten visas till hoger i figur 1.2. Observera att ersidttningen av
variabler sker i tva steg, da substitutionskommandot inte kan hantera fall av

typen
subs(s,{a b},{c d})

dar c ar ett tal och d ar en vektor. O

20
10

>
0

-10

— L L n —3 L
200 5 10 15 20 0 5 10 X 15 20

Figur 1.2: Plottning av symboliska uttryck.

1.7 Ordning mellan symboliska variabler

Nir man manipulerar matematiska uttryck ar variabeln med avseende pa
vilken man gor operationen ofta kind genom sammanhanget. Om vi till ex-
empel skall derivera det symboliska uttrycket y = sin(ax + b) s& utfoér vi
vanligtvis derivationen med avseende pa x och betraktar a och b som kon-
stanter eller parametrar. I symbolisk matematik bér man vara lite forsiktigare
och noggrant specificera med avseende pa vilken variabel operationer skall ut-
féras. Da denna variabel inte specificeras anvinder MATLAB den sa kallade
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“findsymregeln” for att avgora fragan. Enligt findsymregeln gors operationer
i forsta hand med avseende pa variabeln z. Om z inte finns med i det sym-
boliska uttrycket s& utférs operationer pa den variabel som ligger ndrmast
i alfabetet. Om tva variabler ligger lika nira x sa utférs operationer pa den
variabel som kommer efter x. Variabeln som bestdms enligt findsymregeln
kallas defaultvariabeln. Defaultvariabeln skrivs ut med kommandot findsym.

findsym(s,1) ger variabeln i uttrycket s med avseende pa vilken
operationer kommer att utforas (defaultvariabeln).

findsym(s) listar alla symboliska variabler i uttrycket s i alfa-
betisk ordning.

Exempel 1.14.
(a) Vi har ett symboliskt uttryck

syms a b ¢ x
y = a*sin(b*x+c)

Enligt findsymregeln kommer operationer pa uttrycket att géras med avseende
pa variabeln x, som alltsa ar defaultvariabeln.

(b) Vi har ett symboliskt uttryck

syms t z
f = (t+z)"3

Enligt findsymregeln kommer operationer pa uttrycket att géras med avseende
pa variabeln z, som ar defaultvariabeln. Detta bekréftas av kommandot

findsym(f,1)
som ger

ans =
z

(¢) Vi har ett symboliskt uttryck

syms s t u
f = 3%s572 + 2*s*xt - 4¥s*ku”2

Da vi skriver
findsym(f), findsym(f,1)

far vi svaret
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Uttrycket innehaller de tre symboliska variablerna s,¢,u. Av dessa ér u de-
faultvariabeln. ]

1.8 Olika format av symboliska uttryck

For att fa symboliska uttryck pa en mera ldttlast form kan man anvinda
kommandot pretty. Genom kommandot latex kan man &ven fa uttrycken
pa LaTeX-form (jfr avsnitt 5.5HB).

pretty(s) skriver ett symboliskt uttryck s pa lattlast form.

vectorize(s) skriver ett symboliskt uttryck s pa vektorform, dvs
med en punkt framfor operatorn fér multiplikation,
division och upphdjt till (jfr avsnitt 4.11HB).

latex(s) ger LaTeX-formen av det symboliska uttrycket s.
Teckenstrangen med uttrycket kan séttas in i ett
LaTeX-dokument men &ven i PowerPoint via Tex-
Point paketet.

Exempel 1.15. Vi har det symboliska uttrycket

syms a x
s = sqrt(a)*x*sin(pi*x)/(x+1)

(a) Kommandot
pretty(s)
ger utskriften

1/2
a x sin(pi x)

(b) D& vi skriver
latex(s)

returnerar MATLAB uttrycket s pa LaTeX-form
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ans =

{\frac {\sqrt {atx\sin(\pi \,x)t{x+1}}}
vilket efter insdttning i ett LaTeX-dokument ger utskriften
Vaz sin(r x)
z+1
(¢) Vi har foljande symboliska uttryck

syms x
f = x"2%sin(2#*x)/cos(x)

Da vi skriver
fv = vectorize(f)

returnerar MATLAB uttrycket f pa vektorform med operatorerna fér upphojt
till, multiplikation och division skrivna som .=, .* och ./

fv =
x.72.%sin(2.*x)./cos (x)

Uttrycket i vektorform kan till exempel kopieras och klistras in i en M-fil
avsedd for numeriska berdkningar. O

1.9 Vidare lasning

Jonsson, P. (2008), Matematik med datoralgebrasystem, Studentlitteratur,
ISBN 978-91-44-05250-2

En omfattande beskrivning av symbolisk matematik med Maxima, ett pro-
gram under GNU Public License. Maxima finns for flera operativsystem och
kan laddas ner fran http://maxima.sourceforge.net/

Andersson, G. (1997), Tillimpad matematik med Maple, Studentlitteratur,
ISBN 91-44-00503-2

Boken ger grunderna i symbolisk matematik med Maple.

The Mathworks egen dokumentation om tillaggspaketet for symbolisk matem-
atik kan laddas ner fran The MathWorks hemsida www.mathworks . com.
1.10 Instuderingsfragor

1. Hur skriver man for att fa information om ett kommando som hor till
tillaggsprogrammet for symbolisk matematik?
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2. Hur far man fram en lista 6ver alla kommandon som finns tillgéngliga i
tillaggspaketet for symbolisk matematik?

3. Vad ar ett symboliskt objekt och hur skapas det?

4. Vad ar en symbolisk variabel?

5. Vad hénder med en symbolisk variabel da den tilldelas ett numeriskt
véirde?

6. Hur hanteras symboliska objekt jamfort med numeriska objekt? Ge nagra
exempel.

7. Redogor for substitutionskommandot.

8. Da en variabel ersétts med en vektor med hjilp av substitutionskomman-
dot sker erséttningen elementvis. Forklara innebérden av detta. Ge nagot
konkret exempel.

9. Vi har ett symboliskt uttryck

syms x, f = x"2*log(1+x)
Hur skriver man for att ersitta x i det symboliska uttrycket f med en
numerisk vektor xv med 100 virden jamnt férdelade mellan 0 och 1?7

10. Redogor for “findsymregeln”.

11. Vad menas med defaultvariabeln?

12. Hur skriver man for att fa ett symboliskt uttryck s pa lattlast form?

13. Hur kan man fa ett symboliskt uttryck s pa vektorform? N&r &r detta

anviandbart?

1.11 Ovningar

1.

Ge kommandot help symbolic sa att du far upp en lista 6ver komman-
don. Bekanta dig med listan sa att du far en 6verblick 6ver tilliggspro-
grammet for symbolisk matematik.

Anvind help och mhelp pa kommandot expand.

Utveckla foljande uttryck (se exempel 1.3).

(a) (2% + 222 —x —5)3 (b) sin(z + y) (c) elatd)”
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4.

10.

11.

12.

Los foljande ekvationer (se exempel 1.4).

1 1
(a) 2* — 4z +3=0. (b)x3—x2—1x+120_

Betrakta funktionen f(z) = z%e?.

(a) Bestdm tangenten (Taylorpolynomet av grad 1) till f(x) i punkten
x =1 (se exempel 1.5).

(b) Plotta den ursprungliga funktionen och tangenten i samma figur {or
0<z <2

Vi har en differentialekvation

y'(t) =100 — y(¢), y(0) = 20.
(a) Los differentialekvationen analytiskt (se exempel 1.6).
(b) Plotta 16sningen for 0 < ¢ < 10.

Skapa foljande symboliska uttryck.

(a) 2/3 (b) 7/2 (c) VIO +1 (d) e2

(e) In(2) (f) asin(bz + ¢) (2) %

Anvénd help pad kommandona abs, conj, real och imag.

Skapa det symboliska uttrycket z = = + iy dar = och y &r reella tal. Ge
kommandona abs(z), conj(z), real(z), imag(z).

Skapa det symboliska uttrycket z = = + iy dér x och y inte forutsétts
vara reella. Ge kommandona abs (z), conj(z), real(z), imag(z). Jamfor
resultaten med det du fick fran foregaende 6vning. Forklara skillnaden.

Berikna foljande uttryck bade numeriskt och exakt.

(a) sin(m/12) (b) ! + E + 4 (c) 31j—2ii

Vi har ett symboliskt uttryck

syms a b ¢ x

y = axexp(b*x+c)
Anvéand substitutionskommandot och
(a) ersitt a,b,c med virdena —1,2,0

(b) erséitt x med 22 + x + 1.
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13.

14.

16.

17.

Ersdtt « med vektorn (0,1,2,3,4,5), k med 3 och m med —1 i uttrycket

syms k m x
y = k¥x + m

Vi har ett symboliskt uttryck

syms a b x
y = axx/(1 + bxx)

Ersétt @ med 3 och b med 2 och plotta uttrycket for 0 < x < 5.

Bestam defaultvariabeln i féljande uttryck

(a) syms a b x
y = log(a*x) + b

(b) syms R I
U = R*I

(c) symsabnRTV
P = n*R*T/(V-n*b) - ax(n/V)~2

Betrakta det symboliska uttrycket

syms x
y = (3 + 2*sin(x))/(x"2 + x*sqrt(x)*cos(x))

(a) Skriv uttrycket pa lattlast form.

(b) Skriv uttrycket pa vektorform. Klipp ut och klistra in uttrycket i en
M-fil som anvénds for att plotta uttrycket i intervallet [0, 10]. Vilj lamplig
skala pa y-axeln.

Betrakta programmet i exempel 1.7.

(a) Komplettera programmet sa att de fem Legendrepolynomen plottas i
intervallet [—1,1].

(b) Komplettera programmet s att det beriknar och skriver ut alla
skalarprodukterna

1

(Pk(t)|Pl(t)):/1Pk(t)Pl(t)dt, k=1,2,...,5, 1=1,2,...,5.

Ledning: gor help sym/int for att fa reda pa hur man anvénder kom-
mandot fér symbolisk integrering.
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18. Legendrepolynomen uppfyller rekursionsformeln
EPc(t) = (2k — 1)t Py—1(t) — (k — 1) Py—a(t).

Skriv ett program som anvéinder rekursionsformeln och genererar Leg-
endrepolynom upp till £ = 5. Anvind Py(t) = 1 och Pi(t) =¢. Du kan
behova anvidnda kommandot simplify pa de genererade polynomen.
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Kapitel 2

Algebra

I det har kapitlet behandlas grundlaggande algebraiska manipulationer och
forenklingar. Aven ekvationslésning tas upp. Det som gors har ligger till grund
for mycket av det som kommer i de f6ljande kapitlen.

2.1 Algebraiska manipulationer

Symboliska uttryck kan manipuleras enligt kidnda algebraiska lagar och re-
gler. Foljande kommandon &r anvdndbara.

expand(s) skriver ett symboliskt uttryck s som en summa av
produkter. Anvands oftast p&4 polynom, men fungerar
ocksa pa trigonometriska, exponentiella och loga-
ritmiska uttryck.

collect(s,v) skriver det symboliska uttrycket s i termer av
potenser i variabeln v. Da v utelamnas far vi
uttrycket som potenser av defaultvariabeln (jfr 1.7).

factor(s) faktoriserar det symboliska uttrycket s. Om uttrycket
ar ett heltal fas en uppdelning i primfaktorer.

Exempel 2.1.
(a) Polynomet (2 + 3)3 utvecklas genom

syms x
y = expand((2*x + 3)°3);
pretty(y)

och vi far svaret



Algebra

3 2
8x + 3 x + 54 x + 27

(b) Det gar ocksa bra att lagra ett uttryck i en variabel och sedan ge kom-
mandot expand. Sa ger

syms X;
f=(x+1)2;
expand (f)

svaret

ans =
X" 2+2*x+1

(c) Det trigonometriska uttrycket sin(at + b) utvecklas genom

syms a b t;
f = sin(a*t+b);
expand (f)

och vi far svaret

ans =
sin(a*t)*cos(b)+cos (a*t)*sin(b)

(d) Vi definierar ett symboliskt uttryck (ax + b)? + (a + b)x

syms a b x;
f = (a*x+b)~2 + (a+b)*x;

Kommandot
pretty(collect(f))

ger uttrycket i termer av potenser i defaultvariabeln, vilken &r z i detta fallet,
och MATLAB svarar

2 2 2
a x +(2ba+a+b)x+b

For att fa uttrycket i termer av potenser i variabeln a skriver vi
pretty(collect(f,a))
vilket ger

2 2 2
a x +(2bx+x)a+b +bx
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(e) Foljande kommandon faktoriserar 3 — 2t — 5t + 6

syms t

f =

MATLAB svarar

ans

t~3-2%t"2-5%t+6; factor(f)

(t-1)*(t-3) *(t+2)

(f) For att faktorisera heltalet 7475 skriver vi

n =

MATLAB svarar da

ans

(5)~2%(13)*(23)

sym(’7475°) ; factor(n)

Kommandot factor fungerar &ven for vanliga numeriska heltal. O

2.2 Forenkling av uttryck

En viktig del av matematiken &r att forenkla sina uttryck. Problemet ar att
det inte finns en entydig definition av vad som menas med enkelt. Det som ar
enkelt och funktionellt i ett sammanhang &r inte nédvandigtvis enkelt i ett
annat. Vilken form som &r 6nskvérd for ett uttryck beror i hog grad pa om-
stdndigheterna. I MATLAB finns tva grundliggande férenklingskommandon.

f =

simplify(s)

simple(s)

simple(s)

forenklar det symboliska uttrycket s med hjalp av
en rad olika manipulationer som bland annat ut-
nyttjar identiteter for trigonometriska, logaritmiska
och exponentiella uttryck.

anviander simplify , collect, factor och andra
forenklingsregler i olika kombinationer. Skriver ut
alla uttryck som ar kortare, rdknat i antalet tecken,
an det ursprungliga uttrycket.

anviander simplify , collect, factor och andra
forenklingsregler i olika kombinationer. Det kortaste
uttrycket lagrasi f.

Manga av uttrycken som man far fran férenklingskommandona &r svarléasta,
och det kan vara vettigt att anvinda kommandot pretty for att fa snyggare

utskrifter.
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Exempel 2.2.
(a) For att forenkla uttrycket

L6 12 1/3
ad  a? a
skriver vi

syms a
f = simplify((1/a~3+6/a~2+12/a+8)~(1/3));
pretty (£)

MATLAB svarar dé

/ 3\1/3
[(2 a+ 1) |
[--—— - |
| 3 |
\ a /
Kommandona
syms a
f = simple((1/a~3+6/a~2+12/a+8)~(1/3));
pretty (£)

ger istéllet

(b) For att forenkla uttrycket
cos?(z) — 2sin?(x)
skriver vi

syms x
f = simple(cos(x)~2-2%sin(x)~2)

vilket ger

F =
3*cos(x)~2-2

For att fa fram alla forenklingsforslag uteldmnar vi variabeln till vinster om
kommandot simple och skriver
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syms x
simple(cos(x)~2-2*sin(x)~2)

MATLAB svarar nu med utskriften

simplify:
3*cos (x) ~2-2

radsimp:
cos(x)~2-2*sin(x) "2

combine (trig) :
3/2%cos (2¥x)-1/2

factor:
cos(x)~2-2*sin(x) "2

expand:
cos(x)~2-2%sin(x)"2

combine:
3/2%cos (2¥x)-1/2

convert (exp) :
(1/2*exp (i*x)+1/2/exp (i*x)) ~2+1/2% (exp(i*x)-1/exp (i*x)) "2

convert (sincos) :
cos(x)~2-2*sin(x) "2

convert (tan) :
(1-tan(1/2%x)~2)~2/(1+tan(1/2%x) ~2) ~2-8*tan(1/2*x) "2 ...
/(1+tan(1/2*x)~2) "2

collect(x):
cos(x)~2-2*sin(x) "2

mwcos2sin:
1-3*sin(x) "2

ans =
3*cos(x)~2-2

Vi ser att det kortaste uttrycket, riknat i antalet tecken, fir 3 cos?(x) — 2.
Det ur méanga aspekter enklaste uttrycket dr dock (3/2) cos(2x) — 1/2, vilket
fas da man anvinder Maples kommando combine. O



32 Algebra

2.3 Ekvationer

Det gar att 10sa vissa enklare ekvationer och ekvationssystem. Férutom reella
16sningar far man i manga fall &ven komplexa I6sningar.

solve(s,v) l6ser ekvationen s = 0, dar s ar ett symboliskt
uttryck, med avseende pa variabeln v. Da v
uteldmnas 16ses ekvationen med avseende pa

defaultvariabeln.
solve(sl,s2,..,sn loser ekvationssystemet s; = 0,50 =0,..,5, =0
,v1,v2,..,vn) med avseende pa variablerna vi,vs,...,v,. Da
variablerna vy, va, ..., v, uteldmnas loses

systemet med avseende pa defaultvariablerna.

Om exakta symboliska losningar inte kan bestdmmas returneras i en del fall
motsvarande numeriska l6sning. Observera att man vid 16sning av trigonometriska
ekvationer inte far alla 16sningar utan man maéste sjilv fundera ut och liagga

till periodiciteten.

Exempel 2.3.

(a) For att 16sa andragradsekvationen 22 = 2z — 2 och spara losningen i
variabeln z flyttar vi om sa att vi far 22 — 2z 4+ 2 = 0 och skriver

syms x
x = solve(x~2-2*x+2,x)

varvid MATLAB svarar

x =
1+1
1-1

Vi har fatt tva komplexa l6sningar 1 + i och 1 — 4 som &r lagrade i x(1)

respektive x(2).

(b) For att 16sa ut k ur uttrycket

Kk—1
Lo _ (P
Ty Py
ger man kommandona

syms T1 T2 P1 P2 k
k = solve(T1/T2-(P1/P2)~((k-1)/k) ,k);
pretty (k)
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varvid MATLAB svarar

P1
log(----)
P2
P1 T1
-log(----) + log(----)
P2 T2

(c) Det gar bra att lagra ett uttryck i en variabel och sedan ge kommandot
solve. Ekvationen sin(x) + cos(x) = 1 loses till exempel med

syms x
s = sin(x)+cos(x)-1;
solve(s,x)

och vi far svaret

ans =
1/2%pi
0

Fran vara kunskaper om de trigonometriska funktionerna far vi sjalv dra slut-
satsen att vi ska addera multiplar av 27 for att fa samtliga 16sningar.

(d) Ekvationen cos(z) = « har ingen analytisk 16sning. D& vi skriver

syms x
solve(cos(x)-x,x)

far vi istallet det numeriska vardet

ans =
.73908513321516064165531208767387

Exempel 2.4.

(a) For att losa ekvationssystemet

ar +y =3
r—y=-—1

med avseende pa x och y och spara l6sningarna i « och y skriver vi

syms a x y
[x,y] = solve(a*x+y-3,x-y+1,x,y)

MATLAB svarar d& (utskriften har editerats for att ta mindre plats)
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x = y =
2/(a+1) (a+3)/(a+1)
Fran det givna uttrycket ser vi att 16sning saknas precis dd a = —1.

(b) Ekvationssystemet

2=y
22 +2y%2 =1

kan geometrisk tolkas som skiirningspunkterna mellan ellipsen x? + 2y = 1

och parabeln y = 22 (se figur 2.1).

Figur 2.1: Skdrning mellan ellips och parabel.

Ekvationssystemet 16ses med

syms x y

[x,y] = solve(x~2-y,x"2+2%y~2-1,%,y)

och svaret blir

i]
-1i]
[ 1/2%2~(1/2)]
[ -1/2%2~(1/2)]

—~ = X

y =
[ -1
[ -11
[ 1/2]
[ 1/2]

Det finns fyra 16sningar (z,y). Tva losningar dr reella och tva ar komplexa.

(c) D& vi har ett system av ekvationer och endast en variabel i vinsterledet

fas en struktur som innehaller 16sningen. Betrakta systemet

x2+:cy+y =
z? — 4z

Kommandona

3
-3
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syms x y
1 = solve(x~2+x*y+y-3,x"2-4*x+3,x,y)

ger utskriften

1 =
x: [2x1 sym]
y: [2x1 sym]

Losningen ar lagrad i strukturen [ som har en z- och en y-komponent. For
att fa fram virdena i strukturen skriver man 1.x respektive 1.y. O

2.4 Vidare lasning

Jonsson, P. (2008), Matematik med datoralgebrasystem, Studentlitteratur,
ISBN 978-91-44-05250-2

Forenklingar, algebraiska uttryck och funktioner behandlas i kapitel 4 och 6.

Andersson, G. (1997), Tillimpad matematik med Maple, Studentlitteratur,
ISBN 91-44-00503-2

Boken ger grunderna i symbolisk matematik med Maple. Férenklingar och
ekvationer behandlas i kapitel 3.

2.5 Instuderingsfragor

1. Vilka ar de tre kommandona for grundldggande algebraiska manipula-
tioner? Beskriv var och en av dem.

2. Vilka tva kommandon finns for forenkling av uttryck?

3. Lat s vara ett symboliskt uttryck. Vad far vi da vi skriver simple(s)
respektive f = simple(s)

4. Hur I6ser man ekvationer och ekvationssystem?

5. Pa vilken form far man l6sningarna till ett ekvationssystem om man en-
dast skriver en variabel i vénsterledet?

2.6 Ovningar

1. Skriv om féljande uttryck som ett polynom i x

DY
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Multiplicera de tva polynomen
flx) =2 +42% — 172> + 200 — 12 och g(z) =2> -5z +3

och forenkla resultatet.

Utveckla
(a) (z +3)(x — 3) — (v + 3)? (b) (3z +5)% — (3x — 5)2
(c) tan(3x) (d) sin(3x)

Fibonaccitalen 0,1,1,2,3,5,8,13,21, ... ges av rekursionsféljden

o = fo—1+ fo—2

dér fo =0, f1 = 1. Man kan visa att Fibonaccitalen ocksa ges av formeln

k K
fom L [(1E Vb 1-5
B 2 2
Skriv ett program som visar att rekursionsféljden och formeln ger samma

tal for k= 0,1,2,...,20.

Faktorisera foljande uttryck

(a) 2* +42% + 622 + 42 + 1 (b) 22 —To +zy — Ty
(c) a® + b3 + ¢ — 3abc (d) a® —a* +a?> -1
Forenkla

2 T 1
©) o T E 0 o

3z —y 2 2y
(b) 2 _ 2 v (z—1u)2

? =2ry+y? r-y (z-y)

1 1

EEs
O

rx—1 x+1

Skriv om braken s& att ndmnaren blir rotfri

(a) 2F V5 (b) 1+2v2 () ———
2+5 3-V2 VI3 4+ V11
Los foljande ekvationer
(a) 11 _ 1 D) VetZ=2
xr—1 -2 =xz—-3 zx-4
(c) 23 + 1022 + 242 =0 (d) In(3° + 3"t =1

1
(e) sinzcosx = -
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9. Iden sa kallade skalmodellen for atomkérnan forekommer féljande uttryck
for den elektriska potentialen som funktion av radien r

W

Y T e

, r>0.

Hér ar Vj, R och a positiva konstanter.

(a) Berdkna 7 och ry sddana att V(r1) = —0.1V; och V(r2) = —0.9V%.
(b) Sétt upp ett uttryck for den s kallade skaltjockleken r; — rs.

(c) Skissa V (r) i intervallet [0,10] for Vo =1, R =5 och a = 0.5.

10. Vi har tva massor enligt figuren nedan.

Vilken blir hastigheten hos m respektive M efter stéten som antas vara
rak, central och elastisk. Ledning: bade roérelseméngd och kinetisk energi
skall bevaras vid stoten.
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Kapitel 3

Linjar algebra

3.1 Linjara ekvationssystem

Linjdra ekvationssystem &r vanligt forekommande i olika tillimpningar. Som
ett exempel pa linjara ekvationsysystem kan vi ta

24+ 9y + 22z = 9
3x+Ty—3z = =3
dr —by+4z = -—11

I detta fallet ar antalet ekvationer lika med antalet obektanta. Man kan dven
ha underbestdmda system, dér antalet obekanta &r fler &n antalet ekvationer,
och Gverbestdmda ekvationssystem, déar antalet ekvationer ar fler &n antalet
obekanta. Kommandot solve hanterar alla linjara ekvationssystem och man
behdver inte forutséitta att antalet ekvationer &r lika med antalet obekanta.

Exempel 3.1.
(a) Vi har ett 2 x 2 ekvationssystem

ar+2y = 8
5c+8y = b
Kommandona

syms a b xy
[x,y] = solve(a*x+2%y-8,5%x+8*y-b,x,y)

ger utskriften (vilken har editerats for att ta mindre plats)

X = y =
-(-32+b)/(-5+4*a) 1/2*(-40+ax*b)/(-5+4*a)
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Némnarna i losningen blir 0 d& a = 5/4. For att se hur detta fallet hanteras

skriver vi

syms a b xy
a = sym(’5/4°);
[x,y] = solve(a*x+2%y-8,5%x+8*y-b,x,y)

MATLAB returnerar

x = y =
[ empty sym ] [1

vilket visar att 16sning saknas i detta fallet.

(b) Vi har ett 3 x 3 ekvationssystem

3x1 — 220 +4x3 = 8
51+ 8xo —brs = =5
9x1 — 2:172 + 7:173 = 17

Systemet 16ses genom

syms x1 x2 x3

sl = 3*xx1-2*%xx2+4%*x3-8;

s2 = bxx1+8*%x2-6*%x3+5;

s3 9%x1-2%x2+7*x3+17;

[x1,x2,x3] = solve(sl,s2,s3,x1,x2,x3)

1]

vilket ger 16sningen

x1 = x2 = x3 =
-331/9 1283/18 587/9

(c) Betrakta foljande underbestamda system

r—y—2z = =8
3r—3y—4z = =20

For att 16sa systemet skriver vi

syms X y z

sl = x-y-2*z+8;

s2 = 3*x-3*y-4%z+20;

[x,y,z] = solve(sl,s2,x,y,2)

MATLAB svarar

X = y
-4+y y

NN
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Detta ska tolkas som att losningen beror av en parameter y som kan an-
ta vilket virde som helst (det finns alltsd odndligt ménga 13sningar). Det
spelar ingen roll vilken symbol vi anvander for parametern. Valjer vi t.ex. att
beteckna parametern med bokstaven ¢ sa ser 16sningen ut pa féljande sétt

r=-44+t y=t, z=2, teR.

Vi séger att 16sningen har en frihetsgrad. O

3.2 Vektorer

En vektor dr en samling ordnade reella eller komplexa tal
v = (v1,V2,...,0p).

I MATLAB fas vektorer genom att skriva elementen inom hakparentes
v = [vl v2 ... vnl

eller genom att tilldela elementen ett och ett
v(1l) =v1, v(2) =v2, ... v(n) = vn

Exempel 3.2.

(a) For att generera vektorn v = (a, b, ¢) kan man skriva

syms a b ¢
v =1[abc]

eller

syms a b ¢
v(1) = a, v(2) = b, v(3) =c

(b) Numeriska vektorer kan omvandlas till symbolisk form. Vektorn
v = [0.25 -2.3 1.5]

fas pa symbolisk form genom
v = sym(v)

och MATLAB svarar

v
[ 1/4, -23/10, 3/2]

I den symboliska formen har alla decimaltal ersatts med rationella tal. O
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3.3 Skalar- och vektorprodukt

Skaldr- och vektorprodukt ar viktiga begrepp inom vektorgeometrin. Lat u =
(u1,ug,us) och v = (v, vg,v3) vara tva vektorer i rummet. Med den skaldra
produkten u - v av vektorerna menas det reella talet

|u|v] cos b,

dér € ar den minsta vinkeln mellan vektorerna (se vinstra delen av figur
3.1). Tva vektorer &r vinkelrdta (ortogonala) precis dé skaldrprodukten &r
lika med noll. I en ortonormerad bas (ON-bas) far vi f6ljande enkla uttryck
i koordinaterna

UV = ULV + U2V2 + uzvs3.

Genom att sétta u = v fas ett uttryck for langden av u i kvadrat
lul? = u-u=u} +ul +us.

Vektorprodukten u x v &r definierad som vektorn med ldngd
|u|v|sin 6

som ar ortogonal mot bade u och v och som ligger orienterad sa att u, v,
u X v &r positivt orienterade (se hogra delen av figur 3.1).

uxv

Figur 3.1: Skaldrprodukt w - v och vektorprodukt u X v.

I en hogerorienterad ortonormerad bas (HON-bas) far vi foljande uttryck i
koordinaterna

UXv= (Uzvs — U3vV2,U3V] — UIV3, U1V2 — U2'Ul)-

I MATLAB finns kommandona dot och cross som fungerar for bade numeriska
och symboliska vektorer. Kommandot for skaldrprodukt, dot, kan anvindas
for vektorer med godtycklig dimension. Det kan ocksd anvindas ockséa for
komplexa vektorer, varvid man far wivi +Usv2 + . . . + Uy vy,. Normalt arbetar
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vi dock med reella vektorer och man skall dérfér inte glomma att definiera
motsvarande symboliska objekt som reella. Kommandot for vektorprodukt,
cross, ar endast definierat for reella vektorer i rummet.

dot (u,v) berdknar skaldrprodukten @yvy + Tove + ... + Unvy
mellan tva vektorer u = (u1,us,...,u,) och
v = (1}1,’02, s ,’Un)-

cross(u,v) Dberdknar vektorprodukten u X v = (ugv3 — uzva,
U3Vl — ULV3, U1U2 — ugvy) mellan u = (uq, ug, us)
och v = (v1, va,v3).

Exempel 3.3. Ett plan bestdms av en normalvektor n och en punkt A (se
figur 3.2). Punkten P = (z,y,z) ligger i planet precis da vektorn AP #r
vinkelrit mot normalvektorn, dvs da n - AP = 0. Detta definierar planets
ekvation.

P=(xy,2)
Figur 3.2: Plan bestimt av en normalvektor n och en punkt A.

Vi betraktar fallet da vi har en normalvektor n = (1,—2,3) och en punkt
A =(1,0,4). Vinsterledet i planets ekvation berédknas da genom

Syms X y z
n=1[1-23]; n=sym();
A=1[104]; A= sym(d);
P=[xyz]; AP = P-A;
dot (n,AP)

MATLAB svarar

ans =
x-13-2%y+3*z

Planets ekvation &r alltsa

r—2y+32—13=0.
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Exempel 3.4. Tre punkter A, B och C' definierar ett plan. En normalvektor
till planet ges av

n=AB x AC.

En punkt P = (z,v, 2) ligger i planet precis da n- AP = 0. Det sista villkoret
ger planets ekvation.
Tn

P=(x.y.2)

Figur 3.3: Ett plan bestimt av tre punkter A, B och C.

Vi har tre punkter A = (0,1,2), B = (3,2,1) och C = (4,—1,0). Foljande
kommandon bestdmmer vénsterledet i planets ekvation

Syms X y z

A=1[012]; A=sym(4d);
B =[321]; B = sym(B);
C=1[4 -10]; C=sym(C);
AB = B-A; AC = C-A;

n = cross(AB,AC);

1]

P=1[xyz];
AP = P - A;
dot (n,AP)

Svaret blir

ans =
-4*xx+2*y+18-10%z

Planets ekvation blir alltsa
—4x + 2y — 102 + 18 = 0.

En kontroll visar att de tre punkterna A, B, C uppfyller ekvationen och alltsa
ligger i planet. O
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Exempel 3.5. Lat u' vara projektionen av
vektorn u pa v (se figur till héger). Enligt pro- u” u
jektionsformeln &r

, U

T

V.

Nér val projektionen dr bestdmd fas det ortog-
onala komplementet som u” = u — v’.

Vi betraktar vektorerna u = (1, —2,3) och v = (—2,5,1). Projektionen «’ och
det ortogonala komplementet u” beriknas genom

[1 -2 3]; u = sym(u);
v=1[-251]; v = sym(v);
up = (dot(u,v)/dot(v,v))*v
uk = u - up

]
1]

u

vilket ger

up =
[ 3/5, -3/2, -3/10]
uk =

[ 2/5, -1/2, 33/10]

En kontroll visar att up och uk &r ortogonala. O

Exempel 3.6. Ett plan &r givet av normalvektorn n och punkten A. Vi ska
bestdmma projektionen @ och spegelpunkten S av punkten P (se figur 3.4).

Figur 3.4: Projektion och spegling av en punkt i ett plan.

Vektorn v fis genom att projicera u = AP pa normalvektorn n. Punkterna
Q@ och S fas sedan som

Q=0P—4 och S=0P-2u.
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Vi betraktar P = (4,2, —1
2x4+3y—z+5=0.

Planet har normalvektorn

) och planet givet av ekvationen

n = (2,3,—1). Genom insdttning ser man att till

exempel punkten A = (0,0, 5) ligger i planet. F6ljande kommandon ger punk-

terna @ och S
n=1[23-1]; n =
P=1[42-1]; P =
A=1[0065]; A=
u = P-A;
up = (dot(u,n)/do
Q = P-up
S = P-2xup

Vi far svaret

Q
[
S

[ -12/7, -46/7,

8/7, -16/7,

sym(n) ;
sym(P) ;
sym(A) ;

t(n,n))*n;

3/71

13/7] -

Exempel 3.7. Linjiart oberoende vektorer kan ortogonaliseras i en sa kallad

Gram-Schmidt process. Om vy, vg, . .

., Uy, ar linjart oberoende sa géller att

5 = U
(Y
/ _ 1.7
Vg = V2— 50
AT
/ /
r v3 - vy U3 - Uy
Vo = U3 — vy — v
3 oo 1 vl ol 2
1 1 2 2
/ / ’
/ Un V1 , Un- U , Un Up_1
Up = Un— U1 — 5V~ -7 7 Un—1
vy U " U3 Up—1"Un—1

ar sinsemellan ortgonala vektorer. Om de ortogonaliserade vektorerna nor-
maliseras fas en uppséittning ortonormala vektorer.

Foljande M-fil ortogonaliserar kolonnvektorerna vy, v, .

.., vy, lagrade i ma-

trisen V. Efter ortogonaliseringen normaliseras vektorerna och lagras som

kolonner i matrisen U.
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function U = gramschmidt (V)
[m,n] = size(V);
UC:,1) = V(:,1);
for i = 2:n
UC:,i) = V(:,i);

for j = 1:i-1
A = dot(V(:,1),U(:,3));
B = dot(U(:,3),U(:,3));
U(:,1) = UCG:,1) - (A/B)*U(:,3);
end
end

for i = 1:n
U(:,i) = U(:,i)/sqrt(dot(U(:,1),U(:,1)));
end

Vi testar ortonormaliseringen pa vektorerna

1 1 0
2 -2 2
U1 = 0 ) V2 = 1 ) U3 = -1
2 0 2

Da vi ger kommandona
vi=1[1;2; 0; 2];
v2 =1[1; -2 ;1 ; 0];
v3=1[0;2; -1; 2];

V = [vl v2 v3]
V = sym(V);
U = gramschmidt (V) ; pretty(U)

svarar MATLAB med

[ 1/2 1/2]
[1/3 4/15 5 - 2/155 ]
[ ]
[ 1/2 1/2 ]
[2/3 - 4/15 5 - 1/55 ]
[ ]
[ 1/2 1/2]
[0 1/5 5 - 4/155 ]
[ ]
[ 1/2 1/2 ]
[2/3 2/15 5 4/15 5 ]

En kontroll visar att kolonnvektorerna i U ar 6msesidigt ortogonala och att
de alla har langden ett. O
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3.4 Matriser

En matris ar ett rektangulért schema av tal. I MATLAB fas matriser genom
att skriva elementen radvis inom hakparentes

A = [all al2 ... aln
a2l a22 ... a2n
aml am2 amn]

Man kan &dven ge alla element pa samma kommandorad, dar semikolon skiljer
raderna at

A = [all al2 ... aln ; a21 a22 ... a2n ; ...]

Matriser kan multipliceras med tal (skaldrer). Matriser med samma storlek
kan ocksé adderas och subtraheras. Dessa operationer sker elementvis. Un-
der vissa forutsdttningar kan man ockséa definiera produkten av tva matriser.
I MATLAB har vi kommandona +, -, * for addition, subtraktion och ma-
trismultiplikation. Notera att multiplikation betecknas med * och inte med
punktstjirna .*, som ger elementvis multiplikation (jfr avsnitt 4.11HB).
Exempel 3.8.

(a) Matriserna

a b c a
A—<_1 u b> och B_<b>

definieras genom kommandona

syms a b ¢
A=[abc; -1abl; B=[a; bl;

(b) Numeriska matriser kan omvandlas till symbolisk form. Matrisen

A =1[0.25 -2.1 3.2
0.8 5.2 4.0]

fas pa symbolisk form genom
A = sym(A)

och MATLAB svarar

A =
[ 1/4, -21/10, 16/5]
[ 4/5, 26/5, 4]

I den symboliska formen har alla decimaltal ersatts med rationella tal. O
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Exempel 3.9. Vi har tva matriser A och B

syms a b
A=1T[a1l1/4; 0 -1];
B=[-2-8; b 2];

(a) Matriserna adderas genom kommandot
C=A+8B
och vi far resultatet

a-2, -31/4]
b, 1]

—~ = Q

(b) Multiplikation AB fas genom

C = AxB
vilket ger
C =
[ -2*a+1/4*b, -8*a+1/2]
[ -b, -2]

3.5 Transponering

Omkastning av rader och kolonner i en matris ger den transponerade matrisen
AT For komplexa matriser infér man ocksa adjunkten, vilken fas genom
transponering och komplexkonjugering. Adjunkten betecknas ibland A*. For
att transponera en matris A i MATLAB skriver man A. . Adjunkten fas genom
A’

Exempel 3.10.

(a) Vi har en reell matris A

syms a b ¢ real
A=[ab3
-c 4 5];

Transponatet AT fas genom
A.?

vilket ger
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ans =

[ a, -c]
[ b, 4]
[ 3, 5]

(b) Betrakta foljande komplexa matris

syms x y real
A = [x+y*i 3+5xi
2-2%i x-y*i]

For att fa transponatet AT och adjunkten A* ger vi kommandona

B=A.
C=A’

MATLAB svarar

B =
[ x+ixy, 2-2*i]
[ 3+5%i, x-i*y]
C =
[ x-ixy, 2+2*i]
[ 3-5*i, x+i*y]

3.6 Invers

Med enhetsmatrisen I av ordning n menar man en n X n matris med ettor
pa diagonalen och nollor for 6vrigt. Lat A vara en n x n matris. Om det finns
en matris B sadan att

AB=1 och BA=1

s& sdger man att A &r inverterbar med den inversa matrisen B. For en in-
verterbar matris A betecknas den inversa matrisen B med A~!. Kvadratiska
matriser som saknar invers kallas singuléra.

I MATLAB beréiknas den inversa matrisen till A genom kommandot inv(A).

I de fall matrisen A &r singulér skriver MATLAB ut ett varningsmeddelande.

Exempel 3.11. Betrakta matrisen

syms a b ¢
A=1T[ab
c 1]
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Inversen fas genom kommandot
B = inv(A)
och resultatet blir

B =
[ 1/(a-b*c), -b/(a-b*c)]
[ -c/(a-b*c), a/(a-b*c)]

Man kan kontrollera att B verkligen &r en invers genom att utféra multip-
likationerna AB och BA och se att resultatet blir enhetsmatrisen. O

Exempel 3.12. Den sa kallade Givensmatrisen
_ [cosf —sind
“ \sinf cosf )’
beskriver en linjar avbildning i form av en rotation med vinkeln 6 radianer

(jfr avsnitt 9.8). Avbildningsmatrisen ges av kommandona

syms theta real
G = [cos(theta) -sin(theta)
sin(theta) cos(theta)l]

(a) Produkten av tva avbildningsmatriser beriknas genom
G2 = Gx*G
och MATLAB svarar

G2 =
[ cos(theta) ~2-sin(theta)~2, -2*cos(theta)*sin(theta)]
[ 2*cos(theta)*sin(theta), cos(theta) 2-sin(theta) 2]

Forenkling av uttrycket

I

G2 = simple(G2)

G2 =
[ cos(2+theta), -sin(2*theta)]
[ sin(2*theta), cos(2*theta)]

vilket ar forenligt med tolkningen att tva rotationer med vinkeln 6, beskrivet
av produkten G? av matriserna, &r lika med en rotation med vinkeln 26.

(b) Inversen G~! av avbildningsmatrisen fas genom
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Ginv = inv(G);

Inversen forenklas med kommandot

Ginv = simple(Ginv)
vilket ger

Ginv =
[ cos(theta), sin(theta)l]
[ -sin(theta), cos(theta)l]

Detta kan, med utnyttjande av att cosinusfunktionen &r jamn och sinusfunk-
tionen dr udda, ocksa skrivas

6= (S e,

vilket &r konsistent med tolkningen att inversen (omvéindningen) av en rota-

tion med vinkeln 6 ar en rotation med den motsatta vinkeln —6. O

3.7 Determinant

Determinanten till en matris A betecknas med det(A) eller |A|. T MATLAB
beriknas determinanten till den kvadratiska matrisen A genom kommandot
det (A). Foljande exempel illustrerar anvindandet av kommandot.

Exempel 3.13. Betrakta matrisen

A:

Ol = Q

3 4
2 2
0 3
Bestam for vilka a matrisen dr singulér.

Matrisen och determinanten fas genom kommandona

syms a
A=[a34 ;122 ;50 3];
det (A)

MATLAB svarar

ans =
6*a-19
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Matrisen ar singuldr da determinanten &r noll, dvs. precis dd a = 19/6. O

Exempel 3.14. Matrisen

1t 3t
vo |l t t2 3
1ty 3 t3
1ty 2t

kallas Vandermondematrisen av ordning 4. Matrisen och motsvarande deter-
minant berdknas med kommandona

syms tl1 t2 t3 t4
V=1[1+t%1t1"2 t1°3
t2 t2°2 t273
t3 t372 t3°3
t4 t472 t4°3]
simple(det (V))

N = = -

detV
MATLAB ger svaret

detV =
(t4-t2) *(-t2+t3) * (t3-t4) * (-t2+t1) * (t1-t4) *(t1-t3)

3.8 Egenvarden och egenvektorer
Lat A vara en n x n kvadratisk matris. En vektor  # 0 sddan att
Ax = Az

for nagot tal A, kallas en egenvektor till A med egenvirdet A\. I MATLAB finns
foljande kommandon foér att bestimma egenvarden och egenvektorer.

eig(A) ger en kolonnvektor som innehéaller egenvéirdena
till matrisen A.
[X,D] = eig(A) ger en diagonalmatris D som innehaller egenvér-

dena till A och en matris X med motsvarande
egenvektorer. Om X &r av samma storlek som
A s& har man en full uppséattning av linjart
oberoende egenvektorer.

[X,D,P] = eig(A) som ovan fast nu returneras ocksa en vektor P
med index. Langden av P &r lika med antalet
linjart oberoende egenvektorer. Indexen talar
om till vilket egenvérde de olika kolonnerna i
X hor.
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Exempel 3.15. Vi har en matris

A=11-1 4
3 2 -1
2 1 -17;
A = sym(A)

(a) Egenvirdena fas genom
lambda = eig(A)
vilket ger utskriften

lambda =
1
-2
3
(b) For att fa bade egenvirdena och egenvektorerna skriver vi

[X,D] = eig(A)

och MATLAB svarar

X = D =

[ 1, -1, 1] [ 3, 0, 0]
[ 2, 1, -4] [ o, -2, 0]
[ 1, 1, -1] [ o, o0, 1]

Exempel 3.16. Vi har en matris

A=[101
-121
-11 2];

A = sym(A)

(a) Egenvirdena och egenvektorerna beriknas genom

[X,D] = eig(A)

vilket ger
X = D =
[1, 1] [1, 0, 0]
[1, 1] [o, 2 0]
[0, 1] [0, 0, 2]

De tva egenvektorerna bildar ingen bas i R3.

(b) D& vi skriver
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[X,D,P] = eig(A)

blir svaret
X = D= P =
[1, 1] [ 1, 0, 0] 1 2
[ 1, 1] [0, 2, 0]
[0, 1] [0, 0, 2]

Vektorn P indikerar att den forsta egenvektorn hor till det forsta egenvirdet
medan den andra egenvektorn hor till det andra egenvérdet. O

3.9 Tillampningsexempel; ortogonala polynom

Mingden av alla polynom p(t) = ag + ait + ast? + ... + a,t™ pa intervallet
[—1, 1] bildar ett linjirt rum. Med skalarprodukten

1

(p(t)lq(t)) = / p(t)q(t) dt

—1

blir rummet ett Euklidiskt rum. For att konstruera en ortonormerad bas i
detta rum tillimpar vi Gram-Schmidts metod pa basen 1,t,t2,...,t". Fol-
jande M-fil ortogonaliserar 1,t,t2, ... " lagrade i vektorn V. Efter ortogo-
naliseringen normaliseras polynomen och lagras i vektorn U. Enda skillnaden
jamfort med exempel 3.7 &r att skaldrprodukter nu berdknas som integraler
med kommandot int(p,q,-1,1) (se avsnitt 5.1 for mera information om
integrationskommandot).

function U = gramschmidtpolynom(V)
U(1) = v(1);

n = length(V)

for i = 2:n

U(i) = V(i);
for j = 1:i-1
A = int(V(1)*U(),-1,1);

B = int(U(§)*U(j),-1,1);
U(i) = U@) - (A/B)*U(J);
end
end
% normera
for i = 1:n
U(i) = U(1)/sqrt((int(U(i)~2,-1,1)));
end

Vi testar att berdkna en ortonormerad bas for det Euklidiska rummet.
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syms t
V=1[1¢%tt2t"3t4];
U = gramschmidtpolynom(V);

pretty(U)
vilket ger
[ 1/2 1/2 2 1/2
[1/2 2 , 1/2t 6 , 3/4 (¢t - 1/3) 10
[
3 1/2 105 4 2 1/21]
, 5/4 (t - 3/5t) 14 , -——— (t +3/35 -6/7Tt) 2 ]

16 ]

De genererande polynomen é&r, s& nar som pa en multiplikativ konstant, li-
ka med Legendrepolynomen. Ortogonala polynom &r av stor betydelse inom
approximationsteorin och de behandlas vidare i 6vningarna.

3.10 Vidare lasning

Jonsson, P. (2008), Matematik med datoralgebrasystem, Studentlitteratur,
ISBN 978-91-44-05250-2

Linjar algebra gas igenom i kapitel 7.

Andersson, G. (1997), Tillimpad matematik med Maple, Studentlitteratur,
ISBN 91-44-00503-2

Boken ger grunderna i symbolisk matematik med Maple. Linjar algebra be-
handlas i kapitel 7.

Anton, H. and Busby, R.C. (2003), Contemporary linear algebra, Wiley, IS-
BN 0-471-16362-7

En modern framstéllning med en méngd olika tillimpningar.

Andersson, K.G. (2000), Linjar algebra, Studentlitteratur, ISBN-9144016085

Mycket klar framstéllning av den linjira algebran. Innehaller ett avsnitt om
Gram-Schmidts ortogonaliseringsmetod.
3.11 Instuderingsfragor

1. Vad menas med att ett linjart ekvationssystem &r underbestamt? Ge ett
exempel pa ett sddant system.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Vad menas med att ett linjart ekvationssystem &r 6verbestamt?

Vad menas med att en 16sning till ett linjart ekvationssystem har en
frihetsgrad?

Vad ar en vektor och hur skrivs en sddan i MATLAB?

Hur skriver man for att omvandla den numeriska vektorn v = [0.6 0.8
1.5] till symbolisk form?

Vilken ar den geometriska definitionen av skaldrprodukt?

Forutsatt att vi jobbar i en ON-bas, hur ser skaldrprodukten ut i koordi-
natform?

Vilken dr den geometriska definitionen av vektorprodukt?

Forutsatt att vi jobbar i en HON-bas, hur ser vektorprodukten ut i ko-
ordinatform?

Vilka dr kommandona for skalér- respektive vektorprodukt?

Du kénner en normalvektor n och en punkt A i ett plan. Hur kan planets
ekvation da uttryckas?

Hur lyder projektionsformeln?

Vad dr det for skillnad pa transponering A7 och adjungering A*? Hur
skrivs de tva operationerna i MATLAB?

Vilka egenskaper har en inverterbar matris A?

Vilka egenskaper har determinanten till en matris A? Vad dr kommandot
for att berdkna determinanten?

Vad menas med egenvérde resp. egenvektor till en kvadratisk matris A?

3.12 Ovningar

1.

Bestam samtliga l6sningar till foljande system

X1 — i) + 2{E3 —|— Xrq + 3{E5 = 1
211 + T3 + 2x4 + 4dxs = -2
r1 + 2x0 — 2x3 + 3z = -3
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2. For vilka virden pa konstanten a har ekvationssystemet en entydig 16s-
ning? Nar finns odndligt manga 16sningar och nér saknas 16sning?

xr1 + T2 + xr3 = 0
1 + 229 4+ axs = 1
r1 + ary + 223 = -1

3. Bestam ekvationen for planet definierad av normalvektorn n = (1,2, —3)
och punkten A = (-2,-1,4).

4. Bestdm projektionen @ och spegelpunkten S av punkten P = (1,-2,3)
i planet definierat av de tre punkterna (—1,-3,—4), (=5,—5,1) och
(3,1,2).

5. Berikna det kortaste avstandet fran punkten (1,2, 3) till den réita linjen

r = 1 - ¢
y = —4 + 2t
z = 3 — t
6. Bestdm kortaste avstandet mellan linjerna
(x,y,2) =(1,2,3) +t(0,1,1) och (z,y,2)=(1,1,1)+t(2,3,1).

7. Lat u = (u1,us,us), v = (v1,vs,v3) och w = (wy, ws, ws) vara vektorer.

Visa att
(uxv)xw=(u-w)v—(v-w)u

8. Visaattomu+v+w=0sadruxv=vxw=w Xu. Ledning: anviand
substitutionskommandot och ersdtt u; med —vy — wy, us med —vo — wo
och uz med —v3 — ws.

9. Vektorerna (1,0,2), (—1,2,3) och (4,2, —1) ar linjirt oberoende och bil-
dar en bas for R3. Anvind Gram-Schmidtprogrammet i exempel 3.7 for
att generera en ON-bas.

10. Lat

air a2 a3 bir bz b3
A= a2 a2 a och B= | ba ba2 bos
asy as2 ass bs1 b2 bs3

Verifiera att foljande likheter géller
(a) det(AB) = det(A) det(B) (b) (AB)"!=B71A L
(c) det(AT) = det(A) (d) (AB)T = BT AT
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11. Testa dig fram och férsék hitta en formel som du tror géller for A™ om
cosf  sinf
A_< —sinf cos@)'

12. Hilbertmatriser H har element h;; = 1/(i + j — 1) och &r kénda for att
vara mycket illa konditionerade (jfr exempel 9.9HB). Bestam den exakta
inversen till Hilbertmatrisen av ordning n = 5. Approximera den exakta
Hilbertmatrisen med en matris Hy dér element h;; = 1/(i + j — 1) har
omvandlats till reella tal med sex decimaler. Invertera Hy numeriskt och
jAmfor resultatet med den exakta inversen till H.

13. Visa att egenvirdena till matrisen

a b
=(ta)
ges av formeln A = [(a + d) £ y/(a — d)? + 4bc]/2.

14. Bestam egenvirdena och egenvektorerna till matrisen

_ 1 a+ bi
A_(a—bi 1 >

dar a och b ar reella tal.

15. Tavsnitt 3.9 inforde vi skaldrprodukten mellan tva polynom. Mera generellt
kan vi definiera skaldrprodukten genom

1

(p(®)la(t) = / p(a(tyw(t) d,

-1

dir w(t) #r en icke-negativ viktfunktion. Lat w(t) = (1 —#2)~1/2 och kon-
struera en ortogonal bas Ty(t), Ty (t),. .., Tn(t) i motsvarande Euklidiska
rum genom att tillimpa Gram-Schmidts metod pa basen 1,t,¢2,...,t".
Skala resultatet sa att

1

(Te (O)|Tw (1)) = /_1Tk(t)Tk(t)w(t) dt=r/2, k=12, ..n.

De genererade polynomen kallas Chebyshevpolynom av férsta ordningen.
Plotta de sex forsta Chebyshevpolynomen To(t), T (t), . .., T5(t) i samma
figur for ¢ i intervallet [—1,1].
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Kapitel 4

Gransvarden, derivator och
sumimor

Med tillaggspaketet for symbolisk matematik kan man berdkna gransvérden
och derivator analytiskt. Man kan &ven bestdmma integraler och 16sa differ-
entialekvationer. Funktionerna man studerar kan antingen ges direkt i termer
av de elementéira matematiska funktionerna eller sa kan de ges som funktions
M-filer. For att fa en lista 6ver de elementidra matematiska funktionerna
skriver man help elfun vid kommandopromptern.

4.1 Funktioner

Merparten av de elementéra matematiska funktionerna accepterar symboliska
uttryck som argument och resultatet blir ocksé ett symboliskt funktionsut-
tryck. D& vi till exempel skriver

syms X
f = exp(-x)*sin(x);

far vi det symboliska funktionsuttrycket e~ *sinx som lagras i variabeln f.
Funktioner kan ocksé definieras i funktions M-filer. En funktions M-fil inleds
alltid med ordet function, sedan kommer invariabeln x, funktionsnamnet och
funktionsuttrycket y pa foljande sitt

function y = funktionsnamn(x)
y = funktionsuttryck

Under den forsta raden ger man regeln {6r hur funktionsuttrycket skall berak-
nas. Da man sparar en funktionsfil ska man ge den namnet som star pa forsta
raden f6ljt av extensionen .m .
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Exempel 4.1. For att definiera funktionen y = e *sinz i en M-fil 6ppnar
vi MATLABs editor och skriver

function y = fun(x)
y = exp(-x).*sin(x);

Da vi sparar funktionsfilen skall den ges namnet fun.m. Notera att vi anvande
punktstjarna .* vid multiplikationen. Vi kan nu anropa funktionen antingen
med en numerisk vektor eller med en symbolisk invariabel.

Vi kallar pa funktionen genom att skriva funktionsnamnet f6ljt av invariabeln.

For att plotta funktionen och den primitiva funktionen i intervallet [0, 6] ger
vi kommandona

syms x
f = fun(x);
F = int(f,x); % primitiv funktion

xv = linspace(0,6,100);
fv = subs(f,x,xv); Fv = subs(F,x,xv);
plot (xv,fv,xv,Fv,’--?), legend(’funktion’,’primitiv’)

vilket ger plotten till vinster i figur 4.1. Funktionen och dess derivata plottas
genom kommandona

syms x
f = fun(x);
df = diff(f,x); % derivata

xv = linspace(0,6,100);
fv = subs(f,x,xv); dfv = subs(df,x,xv);
plot (xv,fv,xv,dfv,’--’), legend(’funktion’,’derivata’)

1]

vilket ger plotten till hoger i figur 4.1. Derivationskommandona aterkommer
i sektion 4.4. Primitiva funktioner behandlas i kapitel 5. O

0.4 : : : 1

—— funktion \ —— funktion
- - primitiv 0.8h --- derivata

0.2 \\
0.6/
of 04f
-0.2 ;02
, o
-0.4 -
. -0.2/ -
08 1 2 3 4 5 6 %% 1 2 3 4 5 6

Figur 4.1: En funktion tillsammans med primitiv funktion och derivata.
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4.2 Speciella matematiska funktioner

Med tilliggsprogrammet for symbolisk matematik (obs géller e]j studentver-
sionen) far man tillgang till ett antal speciella matematiska funktioner som
ibland kommer upp som l6sningar till integraler eller differentialekvationer.
De viktigaste av dessa specialfunktioner ar listade nedan.

Bessell, Bessell Besselfunktioner

BesselK, BesselY

Beta betafunktionen

Binomial binomialfunktionen

EllipticF, EllipticK  elliptiska integraler

erf, erfc felfunktioner

FresnelC, FresnelS Fresnels sinus- och cosinusintegraler
GAMMA gammafunktionen

zeta Riemann zetafunktion

Dirac, Heaviside Delta- och stegfunktion (distributioner)

Till skillnad fran de elementéra matematiska funktionerna som sin(z), In(z)
etc sa kan dessa speciella funktioner inte hanteras av substitutionskomman-
dot. For att berdkna funktionsviarden for dessa speciella funktioner maste
man i stéllet anvidnda kommandot mfun. For att lista de speciella funktion-
erna ger man kommandot mfunlist.

mfunlist ger en lista 6ver de speciella matematiska funktion-
erna. For att fa mera information om var och en av
funktionerna i listan ge kommandot mhelp foljt av

funktionsnamnet.
mfun(’fun’, evaluerar den speciella funktionen med namn fun
pl,p2,...,pn) for parametrarna pl,p2,...,pn. Hir kan den sista

parametern vara en vektor.

Exempel 4.2.

(a) For att a4 mer information om Fresnels sinus- och cosinusintegraler ger
vi kommandot

mhelp FresnelS
och MATLAB svarar (utskriften har editerats och kortats ned)

FresnelC - The Fresnel Cosine Integral
FresnelS - The Fresnel Sine Integral
Fresnelf, Fresnelg - The Fresnel Auxiliary Functions
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Calling Sequence:
FresnelC(x)
FresnelS(x)
Fresnelg(x)
Fresnelf (x)

Parameters:
X - an expression

Description:
- The Fresnel cosine integral is defined as follows:
FresnelC(x) = int(cos(Pi/2*t~2), t=0..x);

Description:
- The Fresnel sine integral is defined as follows:
FresnelS(x) = int(sin(Pi/2*t~2), t=0..x);

(b) For att plotta Fresnels sinus- och cosinusintegraler i intervallet [0, 6] ger
vi kommandona

x = linspace(0,6,200);

FC = mfun(’FresnelC’,x);

FS = mfun(’FresnelS’,x);
plot(x,FC,x,FS,’--?)

legend (’FresnelC’, ’FresnelS’)

1]

vilket ger plotten till vanster i figur 4.2.

(¢) Mera information om Besselfunktionerna fas igenom
mhelp Bessell
Utskriften (som pa nytt har editerats och kortats ned) blir
Bessell, BesselJ - The Bessel functions of the first kind

BesselK, BesselY - The Bessel functions of the second kind

Calling Sequence:
BessellI(v, x)
BesselJ (v, x)
BesselK (v, x)
BesselY (v, x)

Parameters:
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v - an algebraic expression (the order or index)
x - an algebraic expression (the argument)

Description:
- BesselJ and BesselY are the Bessel functions of the first
and second kinds, respectively. They satisfy Bessel’s

equation:

2 2

2
_V)y:O

x y’? +xy + (x

- Bessell and BesselK are the modified Bessel functions of
the first and second kinds, respectively. They satisfy the

modified Bessel equation:

(d) Besselfunktionerna av forsta slaget med index v = 0, 1,2 plottas i inter-

vallet [0, 10] genom

x = 0:0.01:10;
mfun(’BesselJ’,0,x);

BJO =
BJ1 = mfun(’BesselJ’,1,x);
BJ2 = mfun(’Bessell]’,2,x);
plot(x,BJO,x,BJ1,’--?,x,BJ2,’:?)
legend(’BesselJ(0,x)’,’BesselJ(1,x)’, BesselJ(2,x)’)
vilket ger plotten till hoger i figur 4.2. O
0.8 - - 1 T T : :
— FresnelC —— BesselJ(0,x)
--- FresnelS --- BesselJ(1,x)
N BesselJ(2,x)
0'67 1 \\ \ \
APV A RN g 0
0.4 o / ; T
0 '
0.2 .
% 2 3 4 5 6 °F 2 4 6 8 10

mfun.

0 1
Figur 4.2: Speciella matematiska funktioner plottade med hjdlp av kommandot
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4.3 Gransvarden

Gréansvirdesbegreppet dr av fundamental betydelse vid matematisk analys. 1
MATLAB berédknas gransviarden med hjilp av kommandot 1imit.

limit(f,x,a)

limit(f,x,a,’right’)

limit(f,x,a,’left?)

bestdmmer grénsvirdet av det symboliska
uttrycket f da x — a. Da x uteldmnas
berdknas gransvirdet med avseendet pa
defaultvariabeln.

bestdmmer grénsviardet av det symboliska
uttrycket f da x — a™ (hogergrinsvirde).
Dé z uteldmnas berdknas gransvardet
med avseendet pa defaultvariabeln.
bestdmmer gransvirdet av det symboliska
uttrycket f da @ — a~ (vAnstergransvirde).
Da x utelamnas berdknas gransvardet
med avseendet pa defaultvariabeln.

I kommandot 1limit kan a ocksa vara -inf eller inf, varvid vi far gransvér-
dena av f da z — —oo och d& z — oc.

Exempel 4.3.
(a) Gransvardet

sin(ax)

lim
x—0 b(E

berdknas genom
syms x a b

f = sin(a*x)/(b*x);
flim = limit(f,x,0)

vilket ger
flim =
a/b

(b) Betrakta funktionen
f)=3+e a>0

For att berdkna grénsviardet da ¢ — oo ger vi kommandona

syms t
syms a positive
f = 3 + exp(-a*t);

flim = limit(f,t,inf)
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Vi far svaret

flim =
3

Observera att om man glommer att definiera a som positiv s& blir gransvérdet
obestdmt. MATLAB markerar detta genom att returnerade det inmatade ut-
trycket obehandlat pa foljande sétt

flim =
limit (3+exp(-a*t),t = inf)

(¢) Vi har funktionen

1
f(ZC) = COS(ZCQ) (I — 3) 1 + m,
som &r definierad for alla z utom z = 3. Grafen till funktionen visas i figur
4.3. Funktionen saknar gransvirde da x gar mot 3, men har bade hoger- och
vanstergransvarden. Dessa berdknas genom

syms x

f = cos(x"2)*(x-3)*sqrt (1 + 1/(x-3)"2);
h = limit(f,x,3,’right’);

v = limit(£f,x,3,’1left?);

disp(h), disp(v)
vilket ger resultatet

cos (9)
-cos(9)

-4 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

Figur 4.3: Héger- och vanstergrinsvirden av en diskontinuerlig funktion.
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4.4 Derivator

Derivator anvindes i en méngd olika sammanhang. Ofta for att karakterisera
funktioners utseende men ocksa for att 16sa optimeringsproblem.

diff(f,x)

diff(f,x,n)

jacobian(f,v)

deriverar den symboliska funktionen f med avseends
pa x. D& z utelamnas deriveras uttrycket med
avseende pa defaultvariabeln.

deriverar den symboliska funktionen n stycken
ganger med avseende pa x. D& z utelamnas deriv-
eras uttrycket med avseende péa defaultvariabeln.
beréknar funktionalmatrisen (Jacobianen) av den
skaldra eller vektoriella funktionen f med avseende
pa vektorn v. Elementet (i, j) av den resulterande
funktionalmatrisen ar Jf;/0v;. Notera att nér f &r
en skaldr sa blir funktionalmatrisen lika med gradi-
enten av f.

Exempel 4.4. Betrakta funktionen

axr

f(=)

1y cos(bz)’

(a) Derivatan med avseende pa x fas genom

syms x a b

f = axx/(1 + cos(b*x));
dfx = diff(f,x);

pretty(dfx)

Utskriften fran MATLAB blir

1 + cos(b x)

a x sin(b x) b

(1 + cos(b x))

(b) For att derivera funktionen tva ganger ger vi kommandona

syms x a b

f = axx/(1 + cos(b*x));
d2fx = diff(f,x,2);

pretty(d2fx)

vilket ger
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2 2 2
a sin(b x) b a x sin(bx) b ax cos(bx)b

(1 + cos(b x)) (1 + cos(b x)) (1 + cos(b x)) 0

Exempel 4.5. Vi har funktionen

f(x) = xsin(x)

Funktionen, forstaderivatan och andraderivata plottas med kommandona

syms X % def. x som en symbolisk variabel
f1 = x*sin(x); % funktionen f(x)

f2 = diff(f1,x); % forstaderivatan f’(x)

£f3 = diff(f1,x,2); % andraderivatan f’’(x)

xv = 0:0.01:12; % vektor med viarden fré&n O till 12
filv = subs(f1l,x,xv); % vektor med vdrden pa f(x)

I

f2v = subs(£f2,x,xv); % vektor med védrden pd f’(x)
f3v = subs(£3,x,xv); % vektor med védrden pd f’’(x)
plot(xv,fiv,’-’,xv,f2v,’--?,xv,f3v,’:’) % plotta
xlabel(’x’), ylabel(’y’)
legend(’£(x)’,’Df(x)’,’D"2f(x)’) % teckenfdrklaring
grid on % gridlinjer

Den genererade plotten visas i figur 4.4. Notera att funktionen f(z) har
inflexionspunkter (punkter dar funktionen &vergar fran att vara konkav till
konvex) precis da andraderivatan &r noll. O

15

10

_15 Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12

Figur 4.4: Funktionen f(x) = xsin(z) tillsammans med derivatan och an-
draderivatan. Funktionen f(x) har inflexionspunkter dar andraderivatan dr
noll.
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Exempel 4.6.

(a) Betrakta den skaldra funktionen

f(@,y) = zsin(z/y).
For att berdkna gradienten

of 0
wad (o) = (2. 5L

ger vi kommandot

syms X y
f = xxsin(x/y);
gradf = jacobian(f, [x yl)

MATLAB svarar da

gradf =
[ sin(x/y)+x*cos(x/y)/y, -x~2%cos(x/y)/y~2]

(b) Vi har funktionen

flz,y) = n(zy)’

v

Riktningsderivatan i punkten (1, 8) i riktningen v = (1, 2) ges av gradf(1, 8) -
Det analytiska uttrycket fds med kommandona

syms X y

f = x72/log(x*y);

gradf = jacobian(f, [x y])

v = [1 2]/norm([1 2]);

df _v = dot(subs(gradf,{x,y},{sym(’1’),sym(’8°)1}),v);
pretty(simplify(df_v))

vilket ger

1/2
5 (24 log(2) - 5)

For att fa motsvarande numeriska viarde ger man kommandot double (df _v).
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(c) Overgangen fran riitvinkliga till rymdpolira koordinater defineras av

x = rsinfcosp
y = rsinfsiny
z=rcosl

Funktionalmatrisen av den vektorvirda funktionen beréknas genom

syms r t p

x = r*sin(t)*cos(p);

y = rxsin(t)*sin(p);

z = r*cos(t);

df = jacobian([x y z],[r t pl)

]

och vi far

df =

[ sin(t)*cos(p), r*cos(t)*cos(p), -r*sin(t)*sin(p)]
[ sin(t)*sin(p), r*cos(t)*sin(p), r*sin(t)*cos(p)]
[ cos(t), -r*sin(t), 0]

For att fa funktionaldeterminanten skriver vi
simplify(det(df))
och MATLAB svarar

ans =
sin(t)*r-2

(d) Vi har en funktion f(x,y). Flervariabelmotsvarigheten till andraderivata
ges av den sé kallade Hessianen

0% f 0% f
9r2  dydx
0% f 0% f
0xdy 3—y2

For att berékna Hessianen till f(x,y) = sin(zy + 1) anvénder vi kommandot
jacobian tva ganger

syms X y
H = jacobian(jacobian(sin(x*y+1),[x y1),[x y]1)

Matrisen blir

H =
[ -sin(x*y+1)*y~2, -sin(x*y+1)*x*y+cos (x*y+1)]
[ -sin(x*y+1)*x*y+cos (x*y+1), -sin(x*y+1)*x~2]

O
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4.5 Taylorutvecklingar

En funktion f(z) som &r tillrickligt manga ganger deriverbar kring en punkt
x = a kan approximeras med ett Taylorpolynom

%(x—a)+f2—(f)(x—a)2+...+

f"~D(a)

fla) = fla)+ n—1)

(x—a)™ Y,

Felet i approximationen ges av en restterm som kan skrivas pa formen

f"(a+0(z —a))

Bn(@) = n!

(I - a)nv

diar 0 < 6 < 1. Taylorutvecklingar och resttermsuppskattningar spelar en
mycket viktig roll bade i den matematiska och den numeriska analysen.

taylor(f,n,x,a) ger Taylorpolynomet av ordning n — 1 till f, som
ar en funktion av z, kring en punkt a. Da n ute-
lémnas anvinds defaultvirdet 6. D& x utelamnas
anvinds defaultvariabeln. Da a uteldmnas fas
Taylorpolynomet kring punkten 0.

Exempel 4.7. Vi har funktionen
flz)=e"
(a) Taylorpolynomet av ordning 3 kring punkten 0 fas genom

syms X
f = exp(-x);
p = taylor(f,4); pretty(p)

MATLAB svarar

2 3
1 -x+1/2x - 1/6 x

(b) Taylorpolynomet av ordning 2 kring punkten 1 fas genom

syms x
f = exp(-x);
p = taylor(f,3,1); pretty(p)

vilket ger

2
exp(-1) - exp(-1) (x - 1) + 1/2 exp(-1) (x - 1) 0



4.5 Taylorutvecklingar 73

Exempel 4.8. Bestdm grénsvirdet av funktionen

sin(z) —

fz) =

xcos(z) — x
da x gar mot noll.

Uppgiften kan 16sas genom att studera Taylorutvecklingarna kring noll av
bade téljaren och ndmnaren. Vilken ordning av utvecklingarna som behévs
beror pa funktionsuttrycken, och i allménhet far man prova sig fram. Foljande
kommandon bestdmmer kvoten mellan Taylorutvecklingarna

syms x
t = sin(x) - x; % tdljare

n = x*cos(x) - x; % namnare

pt = taylor(t,6); % Taylorutveckling av ordning 5
pn = taylor(n,6); % Taylorutveckling av ordning 5
pretty(pt/pn)

Vi far utskriften

3 5
- 1/6 x + 1/120 x

- 1/2 x + 1/24 x

D4 z #r nira noll kan 2° termerna forsummas i férhallande till 2° termerna.

Grénsvirdet blir alltsd lika med (—-1/6)/(—1/2) = 1/3. O

Exempel 4.9. En kropp med vilomassa mg som rér sig med farten v har
enligt Einsteins relativitetsteori en kinetisk energi som ges av uttrycket

2
moc 9
Wiin = — — moc”.

L—(v/e)?
Vi utvecklar uttrycket i termer av (v/c)

syms mO v ¢ x
Wkin = taylor (mO*c~2/sqrt(1-x"2) - mO*c~2,x,3);
pretty(subs(Wkin,x,v/c))

vilket ger

2
1/2 m0 v
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Newtons klassiska uttryck for den kinetiska energin hos en kropp i rorelse
kommer alltsd ut som den forsta termen i Taylorutvecklingen av det rela-
tivistiska uttrycket. O

Exempel 4.10. Féljande kommandon plottar funktionen
flz) =e*
tillsammans med Taylorpolynom av ordning 1 till 4 kring punkten z =0

syms x

f = exp(x);

XV -2:0.01:2;

fv = subs(f,x,xv);

for i = 2:5
p = taylor(f,i,0);
pv = subs(p,x,xv);
subplot(2,2,i-1)
plot(xv,fv,xv,pv,’--7)
ylim([-2 8])
string = num2str(i-1,’%2.0f%);
title([’e~x och Taylorpolynom av grad ’ string])

end

1]

Plottarna visas i figur 4.5. ]

4.6 Summor

Summor férekommer i en méngd olika sammanhang. Med toolboxen for sym-
bolisk matematik finns mdojlighet att utféra symbolisk summering.

symsum(s,v,a,b) ger summan av det symboliska uttrycket s dar
summationsindex v gar mellan a och b. D& a och

b utelamnas sker summationen automatiskt fran
0 till v — 1.

I kommandot symsum kan a och b ocksa vara -inf respektive inf s att vi
berdknar odndliga summor.

Exempel 4.11.

(a) En summa av formen

n—1
g ar* =a+ar+ar®+... +ax™ !
k=0
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e* och Taylorpolynom av grad 1 e* och Taylorpolynom av grad 2

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

e* och Taylorpolynom av grad 4

-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figur 4.5: Funktionen e® tillsammans med Taylorpolynom av grad 1 till 4.

kallas en geometrisk summa. Summan berdknas med

syms a Xx kn
pretty(symsum(a*x~k,k,0,n-1))

och svaret blir

(b) Den odndliga geometriska summan

o0
E axk=a+ax+ax2+...
k=0

berdknas genom

syms a x k
pretty(symsum(a*x~k,k,0,inf))

vilket ger svaret
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Notera att MATLAB forutsitter att |z| < 1 sd att summan &r konvergent.

(¢) Vi undersoker den sé kallade teleskopsumman

n

3 1 _r . 1 ., 1
Uzlv(v+1)_1-2 2:3 77 n-(n+1)
Kommandona
syms v n
pretty(symsum(1/(v*(v+1)),v,1,n))
ger uttrycket
1
oo + 1
n+1
(d) Vi har den oéandliga summan
—1 1 1 1
Zﬂ—a'f‘ﬁ‘f'i-f—...
k=0
dar k! =1-2-...-k ar k-fakulteten. Summan beridknas genom

syms k
symsum(1/sym(’k!’) ,k,0,inf)

MATLAB svarar
exp (1)

I uttrycket for summan skapade vi det symboliska uttrycket k! med hjilp av
kommandot sym. Alternativt skulle vi kunna anvénda prod(1:k). a

4.7 Tillampningsexempel; optimering

En av fordelarna med tillaggspaketet for symbolisk matematik ar att det &ar
enkelt att anvdnda analytiskt berdknade uttryck i numeriska metoder. Som
illustration skall vi titta pa minimering av en funktion av flera variabler. For
enkelhetens skull begrénsar vi oss till en funktion av tva variabler f(z1,x2).
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I Newtons metod utgar man fran ett gissat virde 2° = (29, 29) pa minpunk-
ten. Taylorutvecklingen av funktionen f(z1,x2) i punkten (z9,29) ges av
Of (=) Of (=)
0
~ d d
f(r1,22) = f(27) + 9z, + Dz, 02
1 (9%f(2°) 02 f (%) 02 f (%)
— (| —5=5Lda? + 2" Ldxd — Ldx3
+2 ( 0z? ot 0x10x2 TLare x3 2

diir dzy = (71 — 29) och dzg = (w9 — 29). Da startviirdet ligger niira den
exakta minpunkten definierar Taylorutvecklingen en uppatbdjd paraboloid.
Minimum av paraboloiden med avseende pé dx; och dze fas genom att de-
rivera och sétta derivatan till noll. Detta leder till

O?f(x°)  02f(a) f(z9)
Ox? 021022 dr B dz1
500 276 |\ g, 07(a")
0x10x3 Oz Oz

I ekvationssystemet ges koefficientmatrisen av Hessianen till f(x1,x2) medan
hogerledet #ir den negativa gradienten. Punkten 2! = (zi,23) = (2 +
dw1,29 + dwo) #r, forutsatt att vi startade tillriickligt niira den exakta min-
punkten, i allménhet en béttre approximation till den sékta minpunkten an
startvirdet (z9,29). Vi tar (z1,23) som nytt startviirde och upprepar proce-

duren tills det att avstandet

|zt — 202 = \/da? + dx3.

understiger en given tolerans tol.

Foljande funktionsfil bestdmmer minimum till en funktion med hjilp av
Newtons metod. Inparameter till funktionsfilen &r fun som &r namnet pa
funktionsfilen som beréknar f(xq,2), 2° som #r startvektorn och tol. Ut-
parameter dr det sist berdknade x' och antalet iterationer n. Kommandona
df = jacobian(f,x) och H = jacobian(df,x) anvinds for att analytiskt
berdkna gradienten och Hessianen. Funktionsvirdena i punkten z° berdknas
med hjélp av substitutionskommandot subs. Notera att gradienten df ar
en radvektor och att den méaste transponeras vid 16sningen av ekvationssys-
temet. P4 samma sdtt s maste kolonnvektorn dx transponeras innan den
adderas till radvektorn xO.

function [x1,n] = optimering(fun,x0,tol)

% Denna funktionsfil bestémmer minimum till f(x).
% fun &r namnet pd filen som berdknar f(x).

% I df lagras den symboliskt bestamda

% gradientvektorn. I H lagras Hessianen.
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syms x1 x2

x = [x1 x2];

f = feval(fun,x);

df = jacobian(f,x);

H = jacobian(df,x);

n=20;

norm_dx = 1e30;

while norm_dx > tol & n < 50
dfx0 = subs(df,x,x0);
Hx0 = subs(H,x,x0);

dx = HxO0\(-dfx0)’; % transponera dfx0
x1 = x0 + dx’; % transponera dx
x0 = x1;

norm_dx = norm(dx,2);
n=mn+1;
end

Vi testar optimeringsprogrammet pa ett exempel.

Exempel 4.12. Genom att gora en konturplott ser man att funktionen
flz1,m2) = (23 — 22)? + (0.9 — 21 — 0.1z2)%;

har en minpunkt néra origo. For att bestdmma minpunkten med Newtons
metod skriver vi en funktionsfil med f(z1,z2)

function y = fun(x)
y = (x(1).72-x(2)) .72 + (0.9-x(1)-0.1*x(2))."2;

Vi tar toleransen 10712, En uppskattning av minpunkten fas genom
[x,n] = optimering(’fun’,[0 0],1le-12)
och MATLAB svarar

X =
0.83095189484530 0.69048105154700
n =
6

4.8 Vidare lasning

Jonsson, P. (2008), Matematik med datoralgebrasystem, Studentlitteratur,
ISBN 978-91-44-05250-2



4.9 Instuderingsfragor

Gréansvarden, derivator och summor diskuteras ingaende i kapitel 9. Flervari-
abeltillampningar tas upp i kapitel 13.

Persson, A. och Boiers L.-C, A (2001), Analys i en variabel, Studentlitter-
atur, ISBN 91-44-02056-2

Ger grunderna i den matematiska analysen. Begrepp som gransviarde och
derivata tas upp. Aven Taylorutvecklingar och summor ingér.

Persson, A. och Boiers L-C, A (2005), Analys i flera variabler, Studentlitter-
atur, ISBN 91-44-03869-0

Boken behandlar flervariabelanalys. Gradient, funktionalmatris och funktion-
aldeterminant behandlas ingaende.

Heath, M (2002), Scientific computing, an introductory survey. McGraw-Hill.
ISBN 0-070112229-X

Newtons metod for optimering diskuteras i kapitel 6.

4.9 Instuderingsfragor

1. Hur berdknar man speciella funktioner som t.ex. Besselfunktioner?

2. Vad menas med att en funktion saknar gransvirde men har ett hoger-
gransvarde?

3. Vilket ar kommandot for att berdkna ett gransvirde da x — co?

4. Vilket &r kommandot for att beriikna grinsvirdet da o — a™?

5. Vad menas med en inflexionspunkt?

6. Hur berdknar man forsta- respektive andraderivatan av en funktion?

7. Vihar en funktion f(x,y). Hur definieras gradient respektive Hessianma-
tris. Hur beréknar man dessa kvantiteter?

8. Vi har en vektorvird funktion (fi(z,y), fo(z,v)). Vad menas med funk-
tionalmatrisen och hur berdknas den?

9. Vad menas med ett Taylorpolynom? Hur skrivs feltermen?

10. Vi har en funktion f(z). Hur berdknar man Taylorpolynomet av ordning
7 kring punkten 27

11. Vilket &r kommandot for att berdkna en symbolisk summa?

12. Hur ser en geometrisk summa ut?
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13. Hur skriver man k! (k-fakultet) pa symbolisk form?

14. Beskriv Newtons metod f6r minimering av en funktion f(x1,x2).

4.10 Ovningar

1.

Skriv mhelp dawson for att fa reda pa mer om Dawsons integral. Plotta
Dawsons integral i intervallet [0,10].

Berékna foljande gransvirden.

2x
. 1 1 . (z+1)* ) 3—=x
O (O e R SO
(d) lim z” (e) lim sin(1/x)

z—0t z—0

Som en tillampning pé& gréansvirden ska vi titta pa sneda asymptoter till
en funktion. Linjen y = kxz 4+ m &r en sned asymptot till funktionen f(x)
om avstandet fran kurvpunkten till den punkt pa asymptoten, som har
samma x-koordinat, gar mot noll da x — oo eller x — —oo.

Figur 4.6: Funktion med sned asymptot

Vi undersoker alltsé

9(@) = f(2) = kz —m.

Linjen y = kx + m &r asymptot d& och endast da g(z) — 0, d& 2 — o0
eller + — —oo. Vi betraktar i fortsdttningen endast fallet z — oco. Om
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y = kx + m &r en asymptot far vi k genom att dela f(z) med x och lata
T — 00

k= lim @

I

Nér vil k &r bestdamt fas m genom

m = lim (f(z) — kx).

500
Om nagot av griansvirdena inte existerar saknas sned asymptot.
Undersok nedanstaende funktioner med avseende pa sneda asymptoter.
a3 + 222

221

Plotta asymptoterna och funktionen i samma figur.

(a) f(x) =3—2/3+In(e” + 1) (b)

4. Bestdm derivatan och andraderivatan av féljande funktioner.

sin(x) (2? 1+ ax
_ b _ asin(z?) —
) @) = ot () f) = (©) fo) = e
5. Plotta funktionen f(x)= -1+ — % tillsammans med forsta- och
x + sin(z)
andraderivatan i intervallet [0, 10].
6. Berdkna gradienten och Hessianen till féljande funktioner.
aw2+by2+21y 2 2 :
e x? + y* + sin(zy)
(a) f(xuy):W (b) f(z,y,2) = 1+ 22
7. Bestam funktionalmatrisen och funktionaldeterminanten till
x =rcosf
y=rsind

8. Betrakta funktionen y = In(z). Berikna Taylorpolynomen av ordning
1 till 4 kring punkten x = 1. Plotta den ursprungliga funktionen och
Taylorpolynomen i samma figur.

9. Berékna foéljande summor

(a) i azk (b) > K (c) > 1/12
k=5
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10.

11.

12.

Funktionen f(z1,72) = (23 + 223 — 1)% + (4(21 — 0.4)? + 22 — 1)? har
en minpunkt i niarheten av (0,0.7). Bestdim minpunkten mera exakt med
Newtons metod.

Skriv ett program som bestdmmer losningar till ekvationen f(x) = 0 med
hjalp av Newton-Raphsons metod (se avsnitt 11.4HB). Inparameter till
funktionsfilen &r; fun, som &r en teckenstring innehallande namnet pa
funktionsfilen som berdknar f(z), startvirdet xog och toleransen tol. Ut-
parameter ar det sist berdknade virdet x1 och antalet iterationer n. Kom-
mandot dfun = diff (f,x) anvénds for att analytiskt berdkna derivatan
f'(z). Funktionsvirdena i punkten xy berdknas med hjilp av substitu-
tionskommandot subs. Testa ditt program pa lite olika problem och visa
att det fungerar

Skriv ett program som berdknar nollstillena till ett system av ekvationer
med hjilp av Newton-Raphsons metod (jfr avsnitt 11.4HB). Anvind kom-
mandot jacobian for att berdkna funktionalmatrisen analytiskt. Funk-
tionsvérdena i punkten zy berdknas med hjilp av substitutionskomman-
dot subs. Anviind programmet for att 16sa ekvationssystemet i exempel
11.8HB.



Kapitel 5

Integraler och
differentialekvationer

Vi ska nu se hur man kan lata MATLAB berdkna integraler och 16sa differen-
tialekvationer. Speciellt kommandona for att bestdmma integraler &r kraft-
fulla och undanrdjer ménga av svarigheterna som annars ar férknippade med
detta omrade av matematiken.

5.1 Integraler

Vi har féljande kommandon for att berdkna integraler.

int(f,x) beriknar den obestdmda integralen av f (primitv
funktion) med avseende pa variabeln z. Da z
uteldmnas berdknas integralen med avseende pa
defaultvariabeln.

int(f,x,a,b) berdknar den bestdmda integralen av f fran a till b
med avseende pa variabeln x. D& z utelamnas be-
raknas integralen med avseende pa defaultvariabeln.

Exempel 5.1.

(a) Den obestiamda integralen (primitiva funktionen)

/ 22 sin(z) dx
fas genom

syms x
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int (x~2*sin(x) ,x)
MATLAB skriver ut funktionen

ans =
-x~2*cos (x)+2*cos (x)+2*x*sin (x)

(b) For att berdkna integralen

/ 22 sin(z) dzx
0

ger vi kommandona

syms X
int (x~2*sin(x) ,x,0,pi)

vilket ger svaret

ans =
pi~2-4

Exempel 5.2. Det gar dven bra att berdkna generaliserade integraler.

(a) Integralen
/ sin(z)e”**dz, a>0
0

beréknas med kommandona

syms x

syms a positive % obs a miste definieras som positiv
I = int(sin(x)*exp(-a*x),x,0,inf);

pretty(I)

och resultatet blir

2 1/2
(2 + 1)

/ 2

/ 1\1/2 | a~ 2
a” |1+ -—-| [----—- + oo

| 2| | 1
\ a~ / [T+ --—- 1+ --—-

| 2

\ a”~ a

a

2/

[1 + -]

|
\

2] |
a~ //
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Uttrycket ser komplicerat ut. Da vi forenklar det med simple far vi det
betydligt angendmare uttrycket

I =
1/(a~2+1)

(b) Betrakta integralen

b
——dx.
/0 VTt
I detta fallet vixer integranden obegrénsat da vi ndrmar oss 0 fran hoger.
Den generaliserade integralen berédknas med

syms x
int (1/(sqrt(x)+x),x,0,1)

och svaret blir

ans =

2x1og(2) -

Exempel 5.3. Betrakta rotationskroppen genererad av funktionskurvan y =
cosz, 0 <z < 7/4 (jfr avsnitt 13.2HB och 13.3HB). Funktionskurvans lingd
ges av

syms x
y = cos(x);

integrand = sqrt(1+diff(y,x)"~2);
L = int(integrand,x,0,pi/4);
pretty (L)

MATLAB returnerar

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
2 EllipticE(1/2 2 ) - 2 EllipticE(1/2 2 , 1/2 2 )

Vi far lingden uttryckt i termer av specialfunktionen EllipticE. For att
omvandla till ett numeriskt varde skriver vi double (L) vilket ger L = 0.8520.

Rotationskroppens volym och mantelyta berdknas genom

syms x
y = cos(x);

V = pi*int(y~2,x,0,pi/4);

pretty (V)

integrand = y*sqrt(1+diff(y,x)"2);
Y = 2xpi*int(integrand,x,0,pi/4);
pretty (Y)

]
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vilket ger
pi (1/4 + 1/8 pi)

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
1/4 pi 2 6 - pi log(2) + pi log(2 + 2 3 )

Onskas virdena pa decimalform kan kommandot double anviindas. O

5.2 Multipelintegraler

Integrationskommandot ger oss ett kraftfullt verktyg for att berdkna multi-
pelintegraler.

Exempel 5.4.

(a) Berdkna

Yy
I= [ —Y— dzay,
t/); 1+ v2e Y

dar D ar omradet definierat av olikheterna 0 < z <y < /1 — z2.

Vi borjar med att plotta integrationsom- \
radet. Fran plotten ser man att integralen y=@a-x"
kan berdknas genom itererad integration g
pa foljande satt 5 y=x
1/V2 Vi—zZ
I= / / — Y gy de
=0 y=x 1+ \/51'
1/21/2

Uppgiften 16ses med féljande kommandon

syms X y
Iy = int(y/(1 + sqrt(2)*x),y,x,sqrt(1-x"2));
I = int(Iy,x,0,1/sqrt(2))

och vi far resultatet

I =
1/8%2~(1/2)

(b) Vi ska berdkna dubbelintegralen

I= //D(gc — R)y* dxdy,
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dar D ar cirkelskivan med medelpunkt i origio och radie R.
Vi har 22 + y? = R? & y = £V R? — 22 och integralen fis genom
=R y=+/R%—zx2
Iz/ / (x — R)y*dy | dz
r=—R y=—VRZ—z2
Da vi skriver
syms x y
syms R positive
Iy = int((x-R)*y~2,y,-sqrt(R~2-x"2) ,sqrt(R"2-x"2));
I = int(Iy,x,-R,R)
svarar MATLAB
I =
-1/4*%R~5*pi
1/4*R~5*pi o

Exempel 5.5. Vi ska titta pad hur man kan gora variabelbyten. Vi har trip-
pelintegralen

2,2
///%dwdydz,
pl+axs4+y>+=z2

dar D ar klotet med medelpunkt i origo och radie R.

Vi 6vergar till rymdpolédra integraler

x =rsinfcosp
y =rsinfsing
z=rcosb

varvid integrationsomradet blir 0 <r < R, 0 < 0 < 7,0 < ¢ < 27. Integralen
berdknas med foljande kommandon (notera hur vi multiplicerar integranden
med 72 sin @ for att kompensera for areaférindringen vid variabelbytet)

syms X y z r theta phi

syms R positive

a = rxsin(theta)*cos(phi);

b = r*sin(theta)*sin(phi);

¢ = r*cos(theta);

f = subs(x"2xy~2/(1+x~2+y~2+z~2) ,{x,y,z},{a,b,c})
Iphi = int(f*r~2*sin(theta),phi,0,2*pi);
Iphitheta = int(Iphi,theta,0,pi);

I = int(Iphitheta,r,0,R);

pretty(I)
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och vi far resultatet

5

3

4/75 R~ pi - 4/45 pi R~ + 4/15 pi R~ - 4/15 pi atan(R™)

O

5.3 Ordinara differentialekvationer

En ordinér differentialekvation (ODE) anger ett samband mellan en funktion
och dess derivator. For att fa en entydig 16sning maste man ldgga pa villkor
pa losningen i en eller flera punkter. Om man har villkor pa 16sningen och dess
derivator i en enda punkt brukar man prata om ett begynnelseviardesproblem.

dsolve(ekv?’,
’yillkor’,t)

16ser den ordindra differentialekvationen given i ekw.
Defaultvérdet for den oberoende variabeln &r .
Derivering med avseende pa den oberoende varia-
beln betecknas med D. Hogre ordningens derivator
betecknas med D f6ljt av ett tal som ger ordningen.
Da ingen explicit 16sning till differentialekvationen
hittas forsoker programmet bestdmma en 16sning pa
implicit form. Vid 16sning pa implicit form fas alltid
ett varningsmeddelande. Om ingen explicit eller
implicit 16sning hittas returneras en tom symbolisk
variabel. Villkor pa l6sningen ges i villkor genom
ekvationer av typen y(a)=b eller Dy(a)=b dér a

och b ar konstanter.

Exempel 5.6.

(a) Den allménna losningen till differentialekvationen

y/_"_yzxez

bestdms genom kommandona

syms x

y = dsolve(’Dy+y=x*exp(x)’,’x’)

och vi far

y =

1/2*x*exp (x)-1/4*exp (x)+exp (-x) *C1

Hér &r C1 en godtycklig konstant. For att plotta l6sningen da —1 < x < 3
och med C1 = 2 skriver vi
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Cl = 2; y = subs(y);

xv = linspace(-1,3);

yv = subs(y,x,xv);

plot(xv,yv), xlabel(’x’), ylabel(’y’)

vilket ger plotten till vénster i figur 5.1. Notera att vi har &r tvungna att
anvanda substitutionskommandot tva ganger: en gang for att ersidtta C1 och
en gang for att ersdtta x med en vektor med virden mellan —1 och 3.

(b) Vi har f6ljande ekvation for en oddmpad oscillation med en extern peri-
odiskt varierande kraft

y" + 144y = cos(11t)

dér 16sningen skall uppfylla y(0) = y’(0) = 0. Differentialekvationen med
villkor 16ses genom

syms t
y = dsolve(’D2y+144*y=cos(11*t)’,’y(0)=0’,°Dy(0)=0",°t’)

MATLAB ger utskriften

y =
-1/23*cos (12*t)+1/23*cos (11*t)

Losningen plottas i intervallet [0,20] genom

tv = linspace(0,20,2000);
yv = subs(y,t,tv);
plot(tv,yv), xlabel(’t’), ylabel(’y’)

vilket ger plotten till hoger i figur 5.1. O
30 : : : 0.1
25
0.05
20}
>15f > 0
10} ]
-0.05}
5 4
o ‘ ‘ ‘ _ ‘ ‘ ‘
-1 0 o1 2 3 %% 5 , 10 15 20

Figur 5.1: Lisningar till ekvationerna y' +y = xe® och y’ + 144y = cos(11t).
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Exempel 5.7.

(a) Vi har differentialekvationen

Y +y=46().

dér 1osningen skall uppfylla y(—1) = 0. Hogerledet ges av en Diracfunktion
4(t) som har egenskapen att den &r noll for alla ¢ utom for ¢ = 0, dar den
ar oandlig. Diracfunktionen &r ingen funktion i vanlig bemérkelse utan en sa
kallad distribution. Da vi skriver

syms t
y = dsolve(’Dy + y = dirac(t)’,’y(-1)=0’,’t?)

far vi

y =
exp (-t)*heaviside (t)

Losningen ar plottad till vanster i figur 5.2.

(b) Betrakta differentialekvationen
y' + vy = heaviside(t) e ".

med villkoret y(—1) = 0. Hogerledet kan ses som en impuls som slés pé& vid
t = 0 och som sedan dor ut exponentiellt. Differentialekvationen 16ses med

syms t
y = dsolve(’Dy + y = heaviside(t)*exp(-t)’,’y(-1)=07,%’)

och MATLAB svarar

y =
exp (-t)*heaviside (t)*t

Losningen finns plottad till hoger i figur 5.2. m]

Exempel 5.8. Ibland kan MATLAB inte finna explicita losningar (den beroende
variabeln ges som ett explicit uttryck av den oberoende variabeln). I en del
fall fas i stéllet 16sningen pa implicit form. Betrakta foljande begynnelsevirde-
sproblem

(1—siny)y ==z, y(0)=0
For att 16sa begynnelseviardesproblem skriver vi

syms x
y = dsolve(’ (1-sin(y))*Dy=x’,’y(0)=0",°x’)
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Figur 5.2: Losningar till y' +y = 6(t) och y' +y = heaviside(t)e™t.

och far svaret

7?77 Error using ==> dsolve
Error, (in dsolve/IC) The ’implicit’ option is not available
when giving Initial Conditions.

MATLAB inte kunde finna en explicit 16sning utan gick vidare for att finna
en implicit 16sning. Implicita 16sningar kan dock inte bestdmmas da man ger
villkor pa 16sningen. Vi testar dirfor att bestdmma en 16sning utan villkor

syms x
dsolve(’ (1-sin(y))#*Dy=x’,’x’)

och far svaret

Warning: Explicit solution could not be found; implicit
solution returned.

> In dsolve at 312

ans =

1/2%x~2-y-cos(y)+C1 = 0

Den allménna 16sningen till differentialekvationen ges alltsa av det implicita
uttrycket

1
§x2 —y —cos(y) + C1 = 0.
For att begynnelsevillkoret y(0) = 0 skall vara uppfyllt ser man enkelt att
konstanten C7 maste vara 1. Den implicita 16sningen kan plottas med kom-
mandot contour (jfr avsnitt 5.9HB). O
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5.4 System av ordinira differentialekvationer

For att 10sa system av ordinéra differentialekvationer i MATLAB kan man som
tidigare anvinda kommandot dsolve.

dsolve(’ekvl’,’ekv2’, lGser systemet av differentialekvationen

...,’villkor’,t) givet i ekvl, ekv2,.... Defaultvirdet for
den oberoende variabeln ar ¢t. Den obero-
ende variabeln kan dndras fran ¢ till nadgon
annan symbolisk variabel genom att skrival
denna variabel inom citationstecken som
sista argument.
Villkor pa losningen ges i villkor genom
ekvationer av typen y(a)=b eller Dy (a)=b
dar a och b ar konstanter.

Exempel 5.9.

(a) Vi har f6ljande system av differentialekvationer
Y1 = —2y1 = 3y2
Yo = 3y1 — 2y>

For att bestdmma 16sningen ger vi kommandona

syms t

[yl,y2] = dsolve(’Dyl=-2%yl1-3*y2’ 'Dy2=3*yl-2xy2’, 7t’)
och MATLAB svarar med

yi =

exp (-2*t) * (C1*sin (3*t)+C2%cos (3*t))

y2 =

-exp (-2*t) *(Cl*cos (3*t) -C2*sin (3*t))

(b) Betrakta foljande system av tre kopplade differentialekvationer

yi = Y2
y§:y3
Ys =1

med begynnelsevillkoren y;(0) = 1, y2(0) = 0, y3(0) = 0. Systemet l6ses med

syms t
ekvl = ’Dyl = y2’; ekv2 = ’Dy2 = y3’; ekv3 = ’Dy3 = yl1’;
vl =’y1(0) = 1’; wv2 = ’y2(0) = 0’; wv3 = ’y3(0) = 0’;

[yl,y2,y3] = dsolve(ekvl,ekv2,ekv3,vl,v2,v3,’t?)
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vilket ger

yi =

1/3*exp (t)+2/3*exp (-1/2*t)*cos (1/2%3~(1/2) *t)

y2 =

1/3*exp(t)-1/3%exp(-1/2%t)*cos(1/2%3~(1/2)*t) ...
-1/3%exp(-1/2*t)*sin (1/2*3~(1/2) *t)*3~(1/2)

y3 =

1/3%exp(t)-1/3*exp(-1/2%t)*cos (1/2%¥3~(1/2)*t) ...
+1/3*exp (-1/2%t)*sin(1/2%3~(1/2) *t)*3~(1/2)

Exempel 5.10. Vi kan dven ha system av hogre ordningens differentialekva-
tioner. Vi har tva kopplade fjadrar enligt figur 5.3 (ddmpningen férsummas).

\\\VE

[

LI
~

jamviktslage
for massa 1

\\

y,® 1

N

A
x~

——————————— jamviktslage
for massa 2
V0 |

v

Figur 5.3: Kopplade fiddrar. y1(t) dr avstandet till jamuviktsldget for massa 1
och ya(t) dr avstandet till jimuiktsliget for massa 2.

Enligt Hooks lag ar den aterstéllande kraften fran en fjadder proportionell mot
uttdnjningen. Kraften pa massa 1, som péaverkas av bada fjadrarna, ar

Py = —ky1 + k2(y2 — v1)-
Kraften pa massa 2, som endast paverkas av den andra fjadern, &r
Fy = —ka(y2 — y1).

Den totala kraften ar lika med massan ganger accelerationen och vi har

myyy = —kiyr + ka(y2 — v1)
mayy = —ka(y2 — y1)
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Som ett konkret exempel tar vi m; = 1 och my = 1 samt fjiderkonstanter
k1 = 1 och ko = 1. Vi l6ser differentialekvationerna for begynnelseviardena

yl(o) = 07 yi(o) = 07 y2(0) = 17 yé(o) =0.

syms t
ekvl =
ekv2 =

’D2y1 =
’D2y2 =

-yl + (y2-y1)’;
-(y2-y1);

vl = ’y1(0)=0’; v2 = ’Dy1(0)=0";

v3 = ’y2(0)=1’; v4 = ’Dy2(0)=0";

[y1,y2] = dsolve(ekvl,ekv2,vl,v2,v3,v4,’t’);
y1 = simple(y1); y2 = simple(y2);
pretty(yl), pretty(y2)

och MATLAB svarar med

1/2

2/5 5

1/2

sin(1/2 t 5 ) sin(1/2 t)

1/2

1/5 5

1/2

sin(1/2 t 5 ) sin(1/2 t) + cos(1/2 t 5

1/2

Svangningarna plottas i tidsintervallet [0, 50] genom kommandona

tv = linspace(0,50,1000);
ylv = subs(yl,t,tv); y2v = subs(y2,t,tv);
plot(tv,ylv,tv,y2v,’--?), legend(’y_1(t)’,’y_2(t)’)

Den genererade plotten visas i figur 5.4.

) cos(1/2 t)

Figur 5.4:

Svdngningar for kopplat fiddersystem.
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5.5 Vidare lasning

Jonsson, P. (2008), Matematik med datoralgebrasystem, Studentlitteratur,
ISBN 978-91-44-05250-2

Integraler behandlas i kapitel 11 med ordindra differentialekvationer tas upp
i kapitel 12.

Persson, A. och Béiers L.-C, A (2001), Analys i en variabel, Studentlitter-
atur, ISBN 91-44-02056-2

Integraler och differentialekvationer behandlas i kapitel 6,7 och 8.

Persson, A. och Béiers L-C, A (2005), Analys i flera variabler, Studentlitter-
atur, ISBN 91-44-03869-0

Multipelintegraler och variabelbyten beskrivs i kapitel 6-8.

5.6 Instuderingsfragor

1. Hur berdknar man den obestdmda integralen av f(x)?
Hur berdknar man integralen av f(z) dver intervallet [a, b]?

Vad ar en generaliserad integral?

L

Vilken geometrisk tolkning har en dubbelintegral [ [, f(z,y) dzdy?

=0

=—x

r=1 y=x
5. Hur skriver man for att berdkna integralen / < / f(z,y) dy> dxz?
y

6. Vilket ar kommandot for att losa en ordinir differentialekvation? Hur
betecknar man derivatan i differentialekvationen?
7. Vad menas med implicit 16sning till en differentialekvation?

8. Hur kan man plotta en implicit 16sning?

9. Hur I6ser man ett system av differentialekvationer?

5.7 Ovningar

1. Bestam integralerna

(a) /L—’—b d (b) /111(96)2 dx, (c) ‘/(:/4 1 = tan(z) dx

22+ 5z 4600 1 + tan(zx)

/8 dz
@ [ Tt
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Bestdm de generaliserade integralerna

© dx ® In(22z — 1) <1
_ b —d d
W[ = o[ e ©f e a0

Kurvan y = 24/z, 0 < x < 3 roterar kring z-axeln. Bestdm volymen och
mantelytans area for rotationskroppen.

Vi har en oljetank med radie R och ldngden L enligt figuren. Hur stor
volym olja innehaller tanken da oljenivan gar upp till A7 Ledning: betrakta
figuren nedan till hoger.

x-R)%+ y?= R?

Bestédm integralerna

dzd
// Qiy dir D={(z,y)| 1<z <2, 0<y <z}
(z y?)

dwd
// 1:;1 dir D ={(z,y)| 0<y <1, y <a <2y}

Lat N(t) beteckna antalet individer i en population vid tiden t. Enligt
den logistiska modellen for populationstillvixt &r

dN N

Hér &r r populationens fodelsedverskott per individ och ar (tillvixten per
individ). K bérarkapaciteten som talar om hur ménga individer miljén
kan uppratthalla.

a) Los differentialekvationen under forutséttning att det finns Ny indi-
vider vid ¢ = 0.

b) Bestdm tiden t for vilken vi har maximal tillvixthastighet. Ledning;
derivera losningen N (t) tva génger och sitt derivatan lika med noll.

¢) Hur stor dr den maximala tillvixthastigheten uttryckt i K och r?

d) Hur stor ar populationen (uttryckt i K och r) da tillvixthastigheten
dr maximal?
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7. Vi har en kropp med temperaturen T som befinner sig i ett omgivande
medium med konstant temperatur 7. Enligt Newtons avsvalningslag géller
att temperaturdndringen per tidsenhet ar proportionell mot temperatur-
differensen

dT
&~ k(T 1)
7 (T —7)

Los differentialekvationen. Antag att kroppen har temperaturen Ty vid
t = 0. Berdkna grénsviardet av 16sningen da ¢t — oo.

8. Viskanusétta upp och analysera nagra modeller for mekaniska svingningar.
For den sakens skull tanker vi oss en kropp (bilchassit) med massa m fist
i en fjader enligt figuren 5.5

kropp med massa m

yo |----

oliebroms med
. / ~dampningskonstant ¢
fiader med ~
fiaderkonstant k

Figur 5.5: Dampat fiddersystem pa en bil.

Kroppen ar kopplad till en viskos dampare (trogflytande olja) vilken uto-
var en kraft som motverkar rorelsen. Fjddern och ddmparen utgor ett
sa kallat dampat fjadersystem. Dampade fjadersystem har bland annat
tillimpningar som stétddmpare i bilar. Lat y(t) vara bilchassits position
i forhallande till fjidersystemets jamviktslage. Kvantiteterna /() och
y" (t) kan da tolkas som chassits vertikala hastighet och acceleration. En-
ligt Hooks lag &r den aterstillande kraften fran fjidern proportionell mot
avstandet y(¢) till jamviktslédget och vi har

Ffjédcr = _kyv

dér den positiva konstanten k ar den sa kallade fjadderkonstanten. Vi har
ett minustecken framfor eftersom kraften &r motsatt riktad i forhallande
till y. Noggranna experiment visar att kraften fran ddmparen &r propor-
tionell mot hastigheten 3’ (¢) och vi har

/
Fdéimpare = -y,
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dar den positiva konstanten c ar systemets dimpningskonstant. Den ddm-
pande kraften &r motsatt riktad i hastigheten. I det allménna fallet kan
vi ocksé ténka oss att bilen ocksé paverkas av en extern kraft Foy¢. Enligt
Newtons andra lag &r kraftsumman F' lika med massan ganger accelera-
tionen och vi har

’ 7
—ky —cy +Foxx=my" .
N~~~

Ffjéider Fdéimpare

Omordning ger
my" + ey’ + ky = Fext.

Vi startar med fallet att den externa kraften ar noll.

(a) Los ekvationen i fallet d& ddmpning saknas (¢ = 0). Vilken &r sys-
temets egenfrekvens?

(b) Los ekvationen da vi har ddmpning.

Vi tanker oss nu att bilen kor 6ver ojaimn mark s& att den paverkas av en
extern periodisk kraft Fexy = Fp cos(at).

(c) Lat ddmpningen ¢ vara noll. Los ekvationen da den externa frekvensen
a ar lika stor som systemets egenfrekvens (resonans) och skild fran sys-
temets egenfrekvens. Hur skiljer sig 16sningarna at?

(d) Lat ddmpningen ¢ vara noll. Tag m = k = Fy = 1 och 1at y(0) =
y'(0) = 0. Plotta l6sningarna i uppgift (c) bade da den externa frekvensen
ar lika med och da den skiljer sig fran egenfrekvensen. Studera speciellt
vad som hédnder da den externa frekvensen kommer néra egenfrekvensen
(svivning).

(e) Gor om uppgift (d) men nu med ¢ = 0.1.

En bils fjaddersystem justeras sa att bilen mjukt gar tillbaka till jamvik-
tslaget d& man kor 6ver ett gupp. Vi ska simulera ett gupp genom att
lata den externa kraften F.y; ha ett konstant varde Fj i tidsintervallet
[t1,t2] medan den &r noll for dvrigt. Kraften verfor en vertikal impuls
Fy(t2 — t1) till bilen. En funktion som har virdet Fp i [t1,f2] men som &r
noll {f6r Gvrigt fas som

Fext = Fp(heaviside(t — t1) — heaviside(t — ¢2)).

(f) Lat kraften verka i tidsintervallet [1,2]. Tag m = k = Fy = 1 och
lat y(0) = ¢/(0) = 0. Los ekvationen differentialekvationen for lite olika
positiva varden pa c och plotta 16sningen. Hur tycker du att man bor
valja c for att fa ett vettigt fjadersystem?
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9.

10.

Betrakta systemet av differentialekvationer

{ ) = —dyi(t) + Sya(t)

ya(t) = —dyi(t) + 4ya(t)

(a) Skriv upp den allménna lsningen till systemet.

(b) Bestdm 16sningen som uppfyller y;(0) = —1 och y2(0) = 1.
(c) Plotta losningen for 0 < ¢ < 10 (jfr uppgift 14 i kapitel 9HB).

Vi ska titta pa en radioaktiv sénderfallskedja. Isotopen 21Bi ar radioak-
tivt och sénderfaller under 3 stralning till 2!°Po vilken i sin sénderfaller
under « stralning till den stabila isotopen 2°Pb. Lat x1(t) och xo(t)
beteckna mingden av 2'°Bi respektive 219Po. D4 giller att

d,Tl
o - Am
~~

antal sonderfall

andring av x
& ! av xp per tidsenhet

per tidsenhet
d,TQ

— A1 - A2T2.
dt ~—~— ~—~—
. . antal bildade antal sonderfall
andring av s . .
o per tidsenhet av xo per tidsenhet

per tidsenhet

Antag att vi har 1 mol 2'9Bi vid tiden ¢t = 0 och att méngden 2!°Po &r
noll.

(a) Los ekvationssystemet.

(b) Vi har A1 ~ 0.138 och Ay & 0.0050090. Satt in dessa virden och och
plotta l6sningarna i intervallet [0, 200].

(c) Bestidm tiden for vilken mingden 2!°Po dir maximal.

(d) Plotta det totala antalet sonderfall per tidsenhet (antalet sonderfall
fran 21°Bi och 2!%Po) i tidsintervallet [0,200]. Plotta forst med vanlig
skala och sen med logaritmisk skala pa y-axeln.
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Bilaga A

Losningar till valda ovningar

Kapitel 1

3. (a) syms x
expand ((x~3+2*x~2-x-5)"3)

4. (b) syms x
solve(x~3-x"2-x/4+1/4,%)

5. syms x
f = x"2%exp(x)

p = taylor(f,2,1)
xv = 0:0.01:2;

fv = subs(f,x,xv);
pv = subs(p,x,xv);

plot(xv,fv,xv,pv,’--7)
legend(’y = x~2e"x’,’tangent’)

6. syms ty
y = dsolve(’Dy = 100-y’,’y(0)=207,°%t’)
tv = 0:0.01:10;
yv = subs(y,t,tv);
plot (tv,yv)
xlabel(’t’), ylabel(’y?’)

14. syms a b x
y = a*x/(1 + b*x);
y = subs(y,{a b},{3 2P
xv = 0:0.01:5;
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yv = subs(y,x,xv);
plot (xv,yv)

17. syms t

tv = -1:0.01:1;

for k = 1:5
p(k)=expand ((1/ (2 k*prod(1:k)))*diff ((t"2-1)"k,t,k));
disp(p(k))
pv = subs(p(k),t,tv);
plot(tv,pv), hold on

end

for k = 1:5
for 1 = 1:5
integ = int(p(K)*p(1),t,-1,1);
disp([k 1 integ])
end
end

18. syms t
PO = sym(’1°);
P1 = t;
for k = 2:5
P2 = simplify(((2*k-1)*t*P1 - (k-1)+*P0)/k);
disp(k), disp(P2)

PO = P1;
P1 = P2;
end
Kapitel 2

1. syms x abc
p = collect((x-1/a-1/b)*(x-1/b-1/c)*(x-1/c-1/a) ,x);
pretty(p)

2. syms x
f = x74+4%x73-17*x"2+20%x-12; g = x72-5*x+3;
collect (f*g)

3. (d) syms x
expand (sin(3*x))
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4. f0 =0; f1 = 1;

for k = 2:20
f2 = £f1 + £0;
fo = f1;
f1 = £2;
disp([k £2])
end

a = sym(’sqrt(5)’);

for k = 0:20
f = simple((1/a)*( ((1+a)/2)"k - ((1-a)/2)"k ));
disp([k £1)

end

7. factor(sym(’(3 + sqrt(5))/(2 + sqrt(5))?’))
factor(sym(’ (1+2*sqrt(2))/(3-sqrt(2))?))
factor(sym(’1/(sqrt(13) + sqrt(11))’))

8. (b) syms x
1 = solve(sqrt(x + 2) - x,x)

9. syms VO R a r positive
V =-V0/(1 + exp((r-R)/a));

rl = solve(V + 0.1%VO,r)
r2 = solve(V + 0.9%V0,r)
rl - r

rv = 0:0.01:10;

V = subs(V,{VO R a},{1 5 0.5});
Vv = subs(V,r,rv);

plot(xrv,Vv)

10. % vi kallar hastigheterna efter kollisionen f6r ul och u2
syms m M vl v2 ul u2
% bevaring av rérelseméngd
ekvl = m*vl + Mxv2 - (m*ul + M*u2);
% bevaring av energi
ekv2 = m/2*v1~2 + M/2%v2"2 - (m/2*ul~2 + M/2%u2°2);
[ul,u2] = solve(ekvil,ekv2,ul,u2)

Vi f&r tv& losningar. Den forsta dr ointressant och
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beskriver fallet d& det inte blev ndgon stét (v2 > vl).

Kapitel 3

1. syms x1 x2 x3 x4 x5
sl = x1 - x2 + 2%x3 + x4 + 3*xx5 - 1;
s2 2%x1 + x3 + 2*%x4 + 4%x5 + 2;
s3 x1 + 2%x2 - 2%x3 + 3%x5 + 3;
[x1,x2,x3,x4,x5] = solve(sl,s2,s3,x1,x2,x3,x4,x5)
% losningen beror av tva parametrar

]

2. syms a x1 x2 x3
sl = x1 + x2 + x3;
s2 = x1 + 2*%x2 + a*x3 - 1;
s3 = x1 + a*xx2 + 2*%x3 + 1;
[x1,x2,x3] = solve(sl,s2,s3,x1,x2,x3)
% losning saknas d& a = 2

3. syms Xy z
n=1[12-3]; n=syn(n);

A= [-2-14]; A = symn(A);
P=[xyz];

AP = P - A;

dot (n, AP)

4. A= [-1-3 -4]; A = sym(A);
B=[-5-51]; B = sym(B);
C=1[312]; C=sym(C);

AB =B - A; AC=C - A;

n = cross(AB,AC); % normalvektor till planet
P=1[1-23]; P=syn(P);

u = P-A;

up = (dot(u,n)/dot(n,n))*n;
Q = P-up, S = P-2*up

5. Vi infor beteckningar enligt figur A.1.
A = (1,-4,3) punkt pd linjen
v = (-1,2,-1) linjens riktningsvektor
Vektorn u f8s genom att projicera AP pd v. Sokt
avstdnd till linjen f&s som ladngden av vektorn P-U

A=1T[1-43]; A=sym(d);
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v=1[-12-1]; v = sym(v);
P=1[123]; P=syn(P);

AP = P - A;

u = (dot(AP,v)/dot(v,v))*v;
sqrt (dot (P-u,P-u))

=
R —

A(1,-43) u  v=(-1,2,-1)

Figur A.1: Avstand mellan punkt och linje och avstand mellan tvéd linjer.

Betrakta figur A.1.

Vi konstruerar ett plan som &r parallellt med b&da linjerna.
Planets normalvektor ges av n = vl x v2 dar vl och v2 &r
linjernas riktningsvektorer. Vi tar sedan och projicerar

PQ p& n. Avsténdet f&s som lédngden av den projicerade vektorn.

vi = [0 1 1]; vl = sym(vl);
v2 = [2 3 1]; v2 = sym(v2);
P=1[1223]; P=symn(P);
Q=10[0111]; Q = sym(Q);

n = cross(vl,v2); PQ = Q - P;
u = (dot(PQ,n)/dot(n,n))*n;

sqrt (dot (u,u))

syms ul u2 u3 vl v2 v3 wl w2 w3 real
u=[ul u2 udl; v = [vl v2 v3]; w = [wl w2 w3];
simplify( cross(cross(u,v),w) - (dot(u,w)*v - dot(v,w)*u) )

syms ul u2 u3 vl v2 v3 wl w2 w3 real

u=[ul u2 udl; v = [vl v2 v3]; w = [wl w2 w3];

a = cross(u,v) - cross(v,w);

simplify( subs(a,{ul u2 u3},{-vi-wl -v2-w2 -v3-w3}) )

De andra likheterna visas pd samma sé&tt
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11. t = sym(’theta’)

A = [cos(t) sin(t) ; - sin(t) cos(t)];
for i = 1:10

disp(i), disp(simple(A~i))
end

fran resultatet &r det inte svart att gissa sig till formeln

13. syms a b c d
A=T[ab; cdl
eig(a)

14. clear all
syms a b real
A = [1 a+tb*i ; a-b*i 1];
eig(a)

15. function U = gramschmidtpolynom(V)
% modifierad med w(t) = (1-t~2)~(-1/2)
syms t
U(1) = v(1);
n = length(V)
for i = 2:n
U(i) = v(i);
for j = 1:i-1
A = int (V@) *U(j)*(1-t~2)~(-1/2),-1,1);
B = int(U(§)*U(j)*(1-t"2)~(-1/2),-1,1);
U@ = U@ - (A/B)*U(J);
end

I

end

% skala

for i = 2:n
A = sqrt(sym(’pi’)/2);
B = sqrt(int(U(i)~2*(1-t~2)~(-1/2),-1,1));
U(i) = A*xU(i)/B;

end

% huvudprogram

syms t
V=1[1t%tt"2t"3t°4 t°5];
U = gramschmidtpolynom(V) ;
pretty(U)
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tv = linspace(-1,1);
for i
UV = subs(U(i),t,tv)
plot(tv,UV), hold on
end

=1:6

Kapitel 4

2.

3.

]

X
y

]

0
m

:0.01:10;
fun (’dawson’,x) ;

plot(x,y)

(a) syms x

limit((1 - 1/(2*x) - 1/(2*x~2))~(2%*x) ,x,inf)

(d) syms x

(a)

(a)

1i

sy
f

k1
ml
k2
m2
k1
k2
XV
fv

plot(xv,fv,xv,kl*xv+ml,’--,xv,k2*xv+m2,’--’)

sy
f

pretty(diff (f,x)), pretty(diff(f,x,2))

mit(x"x,x,0,’right’)

ms X
= 3-x/3+log(exp(x)+1);
= limit (f/x,x,inf)
= limit (f - ki*x,inf)
= limit (f/x,x,-inf)
= limit(f - k2*x,-inf)
= double(kl); m1 = double(ml);
= double(k2); m2 = double(m2);
= -4:0.01:4;
= subs(f,x,xv);

ms X
= sin(x)/(cos(x) + x~3)

syms x

f =
df
XV

]

1+ x/(x + sin(x));
diff (f,x); df2 = diff(f,x,2);
0:0.01:10;

fv = subs(f,x,xv);

dfv

subs (df ,x,xv) ;
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df2v = subs(df2,x,xv);
plot(xv,fv,xv,dfv,’--’ ,xv,df2v,’:?)
legend(’f’,’Df?,’D"2f’)

6. (a) syms a bxy
f = exp(a*x~2 + bxy~2 + 2kx*y)/(x"2+y"2);
gradf = jacobian(f, [x yl);
H = jacobian(gradf, [x yl);
pretty(gradf)
pretty (H)

I uttrycken star %1 for kvantiteten
2 2
exp(ax +by +2xvy)

7. syms r theta
x = rxcos(theta); y = r *sin(theta)
df = jacobian([x y], [r thetal)
simplify(det(df))

8. syms x

f = log(x);

xv = 0.5:0.01:2;

fv = subs(f,x,xv);

for i = 2:5
p = taylor(f,i,1);
pv = subs(p,x,xv);
subplot(2,2,i-1)
plot(xv,fv,xv,pv,’--7)
string = num2str(i-1,’%2.0f’);
title([’1n(x) och Taylorpolynom av grad ’ string])

end

9. (a) syms ax kn
pretty(symsum(a*x~k,k,5,n-1))

(b) syms k n
pretty(symsum(k~2,k,0,n))

(c) syms 1
pretty(symsum(1/1~2,1,1,inf))

10. function y = fun(x)
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11.

12.

y=(x(1) .~2+2%x(2) .~2-1) . ~2+ (4% (x(1)-0.4) .~2+x(2) .~2-1) .~2;
[x,n] = optimering(’fun’,[0 0.7],1e-12)

function [x1,n] = newtonsym(fun,x0,tol)

% Denna funktionsfil ber&dknar en approximativ rot till
% ekvationen f(x) = 0. fun innehdller namnet pa

% funktionsfilen som berdknar f(x). I variabeln

% dfun lagras den symboliskt bestédmda derivatan av f(x)

syms X % x skall definieras symbolisk

f = feval(fun,x); % anropa funktionsfilen fun

df = diff(f,x); % berdkna derivatan, lagra i df
n=20;

dx = 1e30; % tag dx stort si vi boérjar iterera

while abs(dx) > tol & n < 50

dx = subs(f,x,x0)/subs(df,x,x0);
x1 = x0 - dx;
x0 = x1; % tag x1 som nytt startvérde
n=n-+1;
end

function y = fun(x)
y = cos(x) - x;

[x,n] = newtonsym(’fun’,1,1le-12)

function [x1,n] = newtonsyssym(fun,x0,tol)

% Denna funktionsfil ber&dknar en approximativ rot till

% ekvationssystemet f(x) = 0. fun inneh&ller namnet pa

% funktionsfilen som berdknar f(x). I variabeln

% dfun lagras den symboliskt bestédmda funktionalmatrisen
syms x1 x2

x = [x1 x2]

f feval (fun,x); % anropa funktionsfilen fun

df = jacobian(f,x); % berdkna funktionalmatris, lagra i df
n=0;

norm_dx = 1e30;
while norm_dx > tol & n < 50

dx = subs(df,x,x0)\subs(f,x,x0);
x1 = x0 - dx’; % OBS transponat
x0 = x1;

norm_dx = norm(dx,2);
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end
% Notera att i detta fallet s& &ar subs(f,x,x0) en
% kolonnvektor s& vi behdver ingen transponering hir

function y = fun(x)
y = [x(1).~2 + x(2)
x(1).72 + x(2).72 -1]1;

[x,n] = newtonsyssym(’fun’,[0.5 -0.5],1e-12)

Kapitel 5

1. (a) syms a b x
int ((a*x+b) / (x~2+5*x+6) ,x)

(c) syms x
int ((1-tan(x))/(1+tan(x)),x,0,pi/4)

2. (a) syms x
int(1/(exp(x) - exp(-x)),x,1,inf)

(c) syms x
syms a positive

int (1/(1+exp(a*x)),x,0,inf)

3. syms x

y = 2xsqrt(x);
V = pi*int(y~2,x,0,3)
Y = 2xpixint (y*sqrt(1+diff(y,x)~2),x,0,3)

4. syms R L h x positive
A = int(2xsqrt(R~2 - (x-R)"2),x,0,h)
V = AxL

5.(a) syms x y
Iy = int(1/(x"2 + y°2)"2,y,0,%x);
I = int(Iy,x,1,2)

(b) syms x y
% Vi integrerar forst i x-led
Ix = int(1/(1+x+y) ,x,y,2%y);
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I = int(Ix,y,0,1)

syms t N

syms r K NO positive

N = dsolve(’DN = r*(1-N/K)*N’,>N(0)=N0?)
dN = diff(N,t)

dN2 = diff(N,t,2)

tmax = solve(dN2,t)

subs (dN,t, tmax)

subs (N, t,tmax)

syms T TO tau t

syms k positive

T = dsolve(’DT = -k*(T - tau)’,’T(0) = TO’)
1limit(T,t,inf)

syms y t
syms a FO m ¢ k positive

(a)
dsolve(’m*D2y + kxy = 07?)

%Systemets egenfrekvens &ar (k+*m)~(1/2)/m

(b)
dsolve (’m*D2y + cxDy + kxy = 07)

(c)

% Resonans

dsolve (’m*D2y + kxy = FOxcos((k*m)~(1/2)/m*t)’)

% Inte resonans
dsolve (’m*D2y + kxy

FOxcos(a*t)?)

% D& vi har resonans vaxer amplituden pd den sista

% termen med t.

(@
tv = 0:0.01:150;

y = dsolve(’D2y + y = cos(t)’,’y(0)=0,°Dy(0)=0")

yv = subs(y,t,tv);
plot (tv,yv)
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y = dsolve(’D2y + y = cos(1.2%t)?,’y(0)=0’,’Dy(0)=07)
yv = subs(y,t,tv);
plot(tv,yv)

(e)

tv = 0:0.01:150;

y = dsolve(’D2y+0.1%Dy+y = cos(t)?’,’y(0)=0’,’Dy(0)=0’)
yv = subs(y,t,tv);

plot (tv,yv)

y=dsolve (’D2y+0.1*Dy+y=cos(1.2*t)’,’y(0)=0’,’Dy(0)=0’)
yv = subs(y,t,tv);
plot(tv,yv)

(£)
tv = 0:0.01:50;

hc=0

y = dsolve(’D2y + y = heaviside(t-1) -
heaviside(t-2)’,’y(0)=0’,’Dy(0)=0’)

yv = subs(y,t,tv);

plot(tv,yv)

hec=1

y = dsolve(’D2y + 1*Dy + y = heaviside(t-1) -
heaviside(t-2)’,’y(0)=0’,°Dy(0)=0")

yv = subs(y,t,tv);

plot (tv,yv)

%hc=5

y = dsolve(’D2y + 5*%Dy + y = heaviside(t-1) -
heaviside(t-2)’,’y(0)=0’,°Dy(0)=0")

yv = subs(y,t,tv);

plot(tv,yv)
9. syms t
[yl y2] = dsolve(’Dyl=-4*yl+bxy2’, ’Dy2=-4*yl+d*y2’)

[yl y2] = dsolve(’Dyl=-4*yl+5xy2’, ’Dy2=-4*yl+4*xy2’, ...
’y1(0)=-1,’y2(0)=1")

tv = 0:0.01:10;

ylv = subs(yl,t,tv); y2v = subs(y2,t,tv);

plot(tv,ylv,tv,y2v,’--?)
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10.

syms t

syms 11 12 positive

[x1 x2] = dsolve(’Dx1 = -11*x1’,°Dx2 = 11*xx1 - 12*x2’,...
’x1(0)=1",°x2(0)=0")

x1 subs(x1,{11 12},{0.138 0.005009}) ;

x2 subs (x2,{11 12},{0.138 0.005009}) ;

% tid f6r Po maximal

dx2 = diff(x2,t);

tmax = double(solve(dx2,t))

1]

tv = 0:0.01:200;

x1lv = subs(xl,t,tv);

x2v = subs(x2,t,tv);
plot (tv,xlv,tv,x2v,’--?)

% Antalet sdnderfall (b&de Bi och Po) f&s som
% 11xx1 + 12*x2

sv = subs(0.138*x1 + 0.0050090*x2,t,tv);
figure(1), plot(tv,sv)

figure(2), semilogy(tv,sv)
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