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Losningar till tenta i TMV036 Analys och linjar algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats. Formulera och bevisa formeln for feltermen i linjar approximation. Kolla bevis i
Adams. (6p)

2. Kontinuitet.
i) Formulera definitionen pa funktion kontinuerlig i en punkt.
ii) Tva funktioner f och g:
flz) = g exp(1 + ) och g(z) = zIn(z?) ar bada odefinierade i punkten x = 0.

Bestdm om nagon av dessa funktioner kan utvidgas till punkten z = 0 (d.v.s. om f(0)
eller g(0) kan definieras i punkten x = 0) sa att funktionen blir kontinuerlig i den punkten.
I fall det 4r mojligt ange hur man kan gora det. (6p)

Losning.

i) f(x) ar kontinuerlig i en punkt a om gransvéardet lim,_,, f(z) existerar och sammanfaller
med vérdet av f i den punkten: f(a) = lim,,, f(x).

ii) Hoger gransvéarde lim, o4 f(x) = limg o4 @ exp(l+z) = e (lim,04 £) = € och
Va?

vanster gransvéarde lim,_o_ f(z) = lim,,0- - =€ (limgHO_ _TI) = —e ar olika. Detta

medfor att lim, o @ exp(1l + x) existerar inte och funktionen f kan inte utvidgas till
noll som kontinuerlig funktion.

'Hopital ,. z/z? .
lim, o g(x) = lim,_,o x In(2?) =lim,_,o % FHopital lim,_ (31—//:;:22 = —lim, ,o (—2x) = 0.
Funktionen g har gransvarde 0
da x — 0 och kan utvidgas till den punkten som kontinuerlig funktion med att sétta
9(0) =0.

3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen:
g(x)=o—vVr+1

Bestam punkter dar funktionen ar definierad, kontinuerlig, singulara punkter, lokala ex-
trempunkter, absolut maximum och absolut minimum om de finns. (6p)

Bestdm de intervall dar funktionen &r vixande, avtagande, bojningspunkter (inflection
points), och de intervall dir funktionen &r konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss
av grafen till funktionen. (4p)
Losning.

Funktionen ar definierad och kontinuerlig for alla reella tal.

Ja)=L(z—Vz+1)=1-

1
3(z+1)2/3



Punkten z; = —1 &r en singular punkt eftersom derivatan ar odefinierad i den punkten.
g(=1) = -1

Grafen till g har vertikal tangent linje i punkten z; = —1 eftersom lim, , 1, ¢'(z) =
lim, , ;¢ (z) = —o0, eller lim, , ; ¢'(z) = —o0.

Kritiska punkter uppfyller ekvationen

gx)=1- v 0
3(x+1)"°

Vi l16ser ekvationen genom foljande enkla transformationer:

1= —3($+11)2/3; — (x—|—1)2/3 =5 = (z+1)° = = = (x+1)* = 35 = (z+1) =

+ 3%;:>]3273:—1:|:1/2—17.
Punkterna z3 = —1 + ~/2i7 och g = —1— 4/ 2% ar kritiska punkter. Bada tal 9 < 0 och
r3 < 0 eftersom @/2% < 1.

g (z) <0 for zg < x < 23 och ¢'(x) > 0 for x < z3 och x5 < x. Detta medfor att f(z)
har ett lokalt maximum i x5 och ett lokalt minimum i x3. Funktionen f(x) &r véxande
for © < x5 och z3 < x och avtagande for zo < z < x3.

lim, s ooz—var+1=1lim, , o vVr+1 ( ) lim, oo Vo + 1 (
lim, 400 VX + 1 ( 2/3 _ ) = 400

Likadant lim,_, oz — v/ + 1 = —o0. Detta medfor att f har inget absolut maximum
eller absolut minimum.

') = (o= VEFD) =

g (z) <0forz < —1. g (x) >0 for x > —1. ¢" () &r odefinierad i singuldr punkt
z; = —1. Detta medfor att

e 1):

¢'(z) ar avtagande funktion for x < —1 och f &r konkav ner pa det intervallet.

¢'(z) ar avtagande funktion for x > —1 och f &r konkav upp (convex) pa det intervallet.
Grafen till g har vertikal tangent i punkten z; = —1 eftersom lim,_, ; ¢'(z) = —o0.

Det betyder att x; &r en bojningspunkt (inflection point).

Graf till funktionen. g(0) = —1;
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4. Linjar approximation. Betrakta funktionen f(z) = sin(z) och dess linjar approxima-
tion for x = 3/471 40,1 och a = 3/47w. Uppskatta feltermen for approximationen och ange
intervallet dar vardet sin(3/47 + 0, 1) maste ligga enligt dina uppskattningar. (6p)

Losning.
L(z) = f(a) + f'(a)(x — a)
f(2) = L() + E(x)

E(z) = 3f"(s)(z — a)® med s ett oként tal mellan z och a.

f(a) = sin(3/4n) = ‘/75; f'(a) = sin’(3/4mw) = cos(3/4m) = —\/75; sin”(s) = —sin(s);
r—a=0,1.

L(z) = %2 — ¥20,1 = ¥20,9.

For s pa intervallet (3/4m,3/4m 4 0.1) ar sin”(s) < 0 och sin”(s) = —sin(s) ar vaxande

funktion pa det intervallet.

. . ) .
86[3/47%1/1/}171—4_0.” (Sln”(s)) = - Sln(3/4ﬂ') — _\/7>

Detta medfor att —‘/75 < sin”(s) < 0 for s € (3/4m,3/4w + 0.1).
1

Vi far en olikhet for feltermen E(x) = sin”(s)5(z —a)? med att multiplicera den olikheten

for sin”(s) med 3 (z — a)’ = £(0,1)? = 0, 005.

—‘/75%@ —a)? < f'(s)3(z —a)? <0 eller —‘/750,005 < E(x) <0.

Detta medfor olikheten for f(x) = L(x) + E(x):

Y20,9 — ¥20,005 < sin(3/47 +0,1) < %209, eller 220,895 < sin(3/47 +0,1) < ¥%20,9.

5. Gransvirden. Berdkna gransvirdet: lir% (1 + sin(z))/" (6p)
z—
Losning.
. . 1/x BT . l
3161_% (14 sin(x)) " = :1512(1) exp(In (1 + sin(z)) )



limIn (1 +sin(z)) L = lim [sin(z) + O (sin®*(z))] L = lin%% + lim M =1+0

z—0 z—0 T— z—0
eftersom

i sin? (z i
nm%ﬁzlmhﬂ7Lﬁgcgy%m@y»a&xﬁo

z—0
Med I'Hopitals regel far vi samma svar &nnu snabbare:

}E% In (1 + sin(z)) 1 = 9161_% % = 1. Exponenten dr kontinuerlig funktion. Detta

medfor att lim (1 + sin(z))"* = lim exp(In (1 4 sin(z)) 1) = exp (lim In (1 + sin(z)) l) =
z—0 z—0 z —0 T

exp(l) =e.

. Geometri i rummet. Ange ekvationer pa standart form for skdrningslinjen av tva plan

givna med ekvationer 2z —3y+ 2 —5=0o0ch 3x +y —2z—4=0. (6p)

Losning.

Riktningsvektorn for linjen kan valjas som 7 = ﬁl X ﬁg dar ﬁl och ﬁg ar normalvek-

torer till givna planen.

en punkt pa skdrningslinjen kan véljas med till exempel godtycklig z = 1. Systemet av
ekvationer for x och y blir

2¢ —3y=4och3r+y=6=—=2r—-3y+92+3y=4+18 = 1llr =2 —=r =2 =
y=0.

En punkt pa linjen &r P = (2,0,1). Allmén ekvation pa kanonisk form for linjen ser ut
som: =P — =0 _ 2P

V.  V, V.
2 3 R N 5
VN xNo=| =3 |x| 1 | =det|2 =3 1 |=5i+7j+11k=] 7
1 -2 3 1 =2 11
Svar. Ekvationen for linjen ar:
r—2 y z-—1
5 7 11

. Geometri i rummet. Bestam skarningspunkten mellan planet 4x —7y+52z—20 = 0 och
linjen genom origo som med riktningsvektorn som utgor likadana vinklar med basvektorer

i, 7, k. (4p)
Losning.

Riktningsvektorn ? som utgor likadana vinklar med basvektorer 7, j, k maste ha likadana
komponenter till exempel 1:

1 T 1
7 =1| 1 |, sa parametrisk vektorekvation for linjen genom origo blir | vy | =t | 1
1 z 1
t
= | t |med parametern ¢t som antar alla reella varden. Vi satter dessa uttryck for
t

koordinater in i planets ekvation och far en ekvation for ¢.
4t — Tt + 5t — 20 = 0 eller 2¢ = 20 och ¢ = 1. Sokta skdrningspunkten &r (10, 10, 10).

4
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8. Vektorer. Bestim vinkeln mellan vektorer @ och b om vektorn @ +3 b ir vinkelriit
— — S

mot vektorn 7@ — 5 b och vektorn @ —4 b &r vinkelréit mot vektorn 7@ — 2 b . (6p)

Losning.
Tva vektorer ar vinkelrdta om och endast om deras skalarprodukt &ar noll.
Vi far tva ekvationer dér anvander egenskaper hos skaldr produkt och 18ser ut cos(a) av

= ‘7‘ ’7 cos(av)

— —
vinkeln o mellan vektorer @ och b . vi anviinder sedan att (7 - b )

2
och att <77> = ‘7‘ .

Addera dessa tva ekvationer:
2
— — —
— 46 (7 b ) — ‘ b

23'6 2:2(?-7):2‘7”7
‘?‘:2

cos(a)

@ | cos(a). Sitta detta uttryck i forsta ekvationen:

cos?(a) =0

2 2 2
7’7’ - 15-4‘7‘ cos?(a) + 16 - 2 ’7’

cos(a) = 3; o = 60°.
Tips: Borja losa uppgifter fran den som verkar vara lattats, ta sedan den som

kanns vara nast lattast o.s.v.

Maxpoang: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



