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Losningar till tentan i TM'V036 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats. Formulera och bevisa instingningssatsen (squeeze theorem, eller satsen om
tva polisménnen). (6p)

See Adams.

2. Kontinuitet.
i) Formulera definitionen pa funktion kontinuerlig i en punkt.

ii) Ange om nagon av givna funktioner f(x) = sin (exp (—1/z)) och g(z) = x arctan(1/z),
bada odefinierade i punkt z = 0, kan utvidgas till punkten x = 0 (d.v.s. definieras i
punkten x = 0) s& att de blir kontinuerliga i den punkten. I fall det &r mojligt ange
hur man kan gora det. (6p)

Losning. Definition pa kontinuitet i en punkt. Grénsviirdet lim, ., f(x) existerar
och lim, ., f(x) = f(a).

lim, o4 f(2) = sin (lim, o4 (exp (—1/2))) = sin(0) =0

lim, o (exp (—1/z)) = 400

lim,_o_ f(z) = lim,_, 4 sin(y) existerar inte eftersom det finns y godtyckligt stora
sadana att sin(y) = 1 (y = 7/2 + k2x), eller sin(y) = —1 (y = —7/2 + k27), k -
godtyckligt stora naturliga tal. Det gor att sin(y) svinger mellan +1 och —1 och
kan inte nidrma sig nagot tal for y — +4o0.

Detta medfor att lim, .o f(z) existerar inte och f(z) kan inte utvidgas till noll som
kontinuerlig funktion.

lim, 0 g(z) = lim,_o (x arctan(1/z)) = 0 pa grund av insténgningssatsen.

Bevis. arctan(l/x) < 7/2 for alla x # 0. Det gor att —x (7/2) < arctan(1/z) <
x (m/2) dir lim, o —z (7/2) = lim, oz (7/2) = 0.

Grénsen lim, o (z arctan(1/x)) = 0 foljer. Detta medfor att g(x) kan utvodgas till
x =0 som kontinuerlig funktion som g(0) = 0.
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3. Tilldmpning av derivator. Betrakta funktionen f(x) = Y—

i) Bestdm punkter dér funktionen ar definierad, kontinuerlig. Bestdm kritiska punk-
ter, singuldra punkter, lokala extrempunkter, absolut maximum och absolut mini-
mum om de finns. (6p)

ii) Bestédm de intervall dér funktionen ar viixande, avtagande, bojningspunkter (in-
flection points), och de intervall dér funktionen &ér konkav upp och konkav nerét.
Rita en skiss av grafen till funktionen. (4p)

Losning. Funktionen f(x) = % ar odefinierad d& (z* — 1) < 0 och x = 0 och

ar definierad for alla andra reella x, d.v.s

f(z) dr definierad och kontinuerlig for x < —1 och 1 < z.

d ( (121)) 1 2. /2 — (foz)

dx x?2 = zv/x2—1 x3 x3vz2—1




Vi observerar att f har tva kritiska punkter: x; = V2 och 25 = —V/2.

f har dessutom tva singuldra punkter: x3 = —1 och x4 = 1 dér derivatan &r

. 2—z? o . o .
odefinierad. Punkten x = 0 dér uttrycket :fw% ar ocksa odefinierad ingar inte i
funktionens definitionsméngd och #r déirfor inte en singulédr punkt.

Kritiska punkter x; och x5 #r lokala maxima pa grund av forsta derivatans test:

<2;/Q > 0 for hte mindre o = 2 och (\/7) < 0 for x lite storre zy = —v/2
pa grund av att — m < 0 runt zo = —v/2 och (2 — z?) byter tecknet i x5 frén

minus till plus. Likadant resonemang géller andra kritiska punkten.Man kan ocksa
lagga mirke till att funktionen f &r jimn: f(x) = f(—z). Detta medfor att grafen
till funktionen ér symmetrisk med avseende pa y-axeln och den har exakt samma
lokalt maximum f(x1) = f(x3) = l i punkten z; = v/2 som i zy = —/2.
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Derivatan g\/i) < 0 for punkter x < 3 nira r3 = —1 och x<2 ”) > 0 for for
punkter x > x4 nira xs = 1 . Forsta derivatans test medfor att f har lokala minima
f(zg) = f(x3) = 0 i singuléira och samtidigt - griinspunkter z3 och x.

VD imy oo YYED 0 f(2) > 0 hela

T

i

definitionsméngden.

Detta medfor att f har absolut maximum i punkterna z; oc x5 och absolut minimum
i punkterna xs och zy4.

Funktionen f #r viixande pa intervall (—oo, —v/2) och (1,v/2). Den ir avtagande
péa intervall (—v/2, —1) och (v/2, 00).

22 (=2-1)\ ¢ ;o 3 1 _ (22%—92%+6)

dz? < x2 ) — A r?—1— 22v22—1  (a2—1)Va2—1 (\/12—1)(m2—1)m4

Rotter av andra derivata definieras av rotter till polynomet (2y? — 9y + 6) . Den har
rotter: y1 =9 + 1v/33 =1 (9+ v/33) och y» = 1 (9 — V/33).

Yo = }l (9 - \/ﬁ) < 1 eftersom v/33 > 5 och 9 — /33 < 4. Detta medfor att
VY2 < 1 och ./, ligger utanfor definitionsméngden av funktionen f.

Andra derivata ér noll i punkter x5 = VUL = \/ﬁ, Te = —/Y1 = — % + ix/ﬁ

Andra derivata byter tecknet i dessa punkter och de dr bojningspunkter av funktio-
nen f.

Funktionen f &r konkav upp péa intervall (—oo, xg) och (z5, +00). f #r konkav nerét
pé intervall (x4, —1) och (1,25). Grafen till funktionen ér:



0.375T

0.257

0.125T

4. Linjir approximation. Betrakta funktionen f(z) = cos(z) och dess linjir ap-
proximation for x = §7T 0.1 ocha = —7T Uppskatta feltermen for approximationen
och ange intervallet dar vardet cos( m—0.1) maste ligga enligt dina uppskattningar.
(6p)

Losning. Linjir approximation runt punkten a ér L(z) = f(a)+ f'(a)(x —a). Felet
vid approximationen #r E(z) = f(z) — L(z) = 5 f"(2)(z — a)?, dér =z &r en okind
punkt som ligger mellan x och a.

For givna funktionen COS(%

) = — Y2,

) = —\/Ti; 4 (cos(z)) = —sinz; —sin(2 =

dd2 (cos(z)) = — cos .

L(w) = =2 = Y2(=0.1) = —0.9%2

E(z) = —3 cos (2) (—0.1)* = —0.005 cos (2);
St —01 <z < 3m cos(z) < 0 och |cos(z)| ér vixande funktion pz‘i intervall

(w/2,7). Detta medfér att E(x) > 0 och |cos (z)| < |cos (37)| = ’

Svar: 0 < E(z) < 0.005%2 och —0.9%2 < cos(37 — 0.1) < —0.9%2 +0005£ =
—0.895%2,

5. Gransvirde. Berikna grinsvirdet.lim

z—0

In(1 + 22) (6p)

(505)

- . VitaZz-1\ _ 1 2 Y 2 B
Losning. lim; <1n(1+332) > = limyo ( (1+z2)(\/7+1)) = lim; ((x2+0(x4))(\/1+7+1)) -

. 1 _ 1
limg ((1+O(x2))<\/1+7+1)) 2

6. Plan i rummet. Berikna avstandet mellan ett plan och origo om planet skér

koordinataxlarna i punkter a, b, c. (4p)
Losning. Planet har ekvationen 7 + % + 2 = 1. Normal till planet &r vektor N med
komponenter: 1, & % Avstéandet mellan planet och origo dr: 1/|N|. Svar:
1
d(0) =




7. Linjer i rummet.Bestdm om tva foljande linjer skir varandra. Linjer dr givna med
r—1 y—T7 2z-5 r—6 y+1 =z
2 1 4 3 -2 1
Losning. Linjer skir varandra om de ligger i samma plan och &r inte parallella.
Dessa tva linjer ér inte parallella eftersom de har ickeparallella riktningsvektorer

med komponenter (2,1,4) och (3, —-2,1).

Dessa linjer innehaller punkter med koordinater (1,7,5) och (6, —1,0). Vektorn w
mellan dessa punkter ér

ekvationer:

1 6 -5
w=|T7|-]|-1|=] 8
5 0 5

Linjerna ligger i samma plan (och skiir varandra) om deras riktningsvektorer och
vektorn w ligger i samma plan. Kriteriet for detta #ir att determinant av matris
av dessa tre vektorer ér noll, eller parallelepiped byggt pa dessa vektorer har volum
noll:

2 1 4
det| 3 -2 1 = 2det —2 1 — 1det 31 + 4 det 3 2
D 8 5 -5 5 -5 8

= —2-18-20+4-14=-56+56=0

Svar: Linjer skir varandra.

8. Vektorer, skalir produkt. Betrakta vektorer @ och b sadana att |a’| = 2,
— —
‘ b ‘ = 5, och vinkeln mellan @ och b &r = %71’. Bestdam ett tal C' sadant att
vektorer p = Ca@ + 175 och 7 =3d — b ar vinkelrita, (6p)

Losning. Vektorer P och ¢ &r vinkelriita om deras skaléir produkt &ir noll: p'- ¢ =
0. Vi siitter in uttryck for vektorer p" och ¢ och far en linjéir ekvation for C.
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((JE’H??) : (37—3’) :ozsc\ﬁf—o?-?ﬂ?-s?-?—17(?‘
D =7 m cos(2r) = —1 || ]?) — 5
¢ =12C — O(=5) +51(=5) = 17-25 = 17C — 680 = 0
C = 680/17 = 40. Svar: P och ¢ ir vinkelrita om C = 40.

Tips: Borja l6sa uppgifter fran den som verkar vara ldttats, tar sedan
den som kinns vara nist ldttast o.s.v.

SUBEY

Maxpoang: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



