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Losningar till tenta i TMV036 Analys och linjir algebra K/Bt/Kf, del A.

1. Sats. Formulera och bevisa I’'Hopitals forsta regel. Kolla Adams. (6p)

2. Gréansvirden.

i) Formulera definitionen f6ér grénsviirde av funktion i en inre punkt av dess definitions-
méngd.

ii) Betrakta funktioner f och g bade odefinierade i = = 0:

f(z) =sin (W@)OC}I g(z) = exp(—1).
Bestdm om nagon av dessa funktioner har grénsvirde da x — 0. (6p)

Losning. lim, ., f(z) = M om for vilket som helst litet 6 > 0 kan hittas ett ¢ > 0
(beroende av §) sadant att for alla x fran intervall (a — ¢, a + €)

runt a (eller |z —a| < ¢) ligger motsvarande vérdena f(z) av funktionen i intervallet
(M — 06, M +0) (eller |f(x) — M| < ).

Betrakta separat viinster och hoger-grénsvirden for f(x) = sin (W@)

. . N . . . .
lim,_ g, sin (ﬂ%) = lim, .o, sin (ﬂ'%) = lim, o4 sin (7)) =0

V:TZ)

lim,_,o_ sin (7‘(’7 = lim,_,¢_ sin (ﬂ%) = lim, o4 sin(—m) =0

Hoger och vinster grinsviirden &r lika med noll. Detta medfor att lim, . sin <7Tg> = 0.

Betrakta separat vénster och hoger-grénsvirden for g(z) = eXp(—%)-
hmx_)0+ eXp(—%) = hmy—>—oo eXp(y> =0

lim, o exp(—%) = lim,_, 1 exp(y) = +o0
1

Hoger och vinster grénsvirden &r olika. Detta medfor att g(z) = exp(—:) saknar

grinsvirde da x — 0.

3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen:

gl@) =2 —/(z = 2)(z+1)

Bestdam dess naturliga definitionsméingd, punkter dér funktionen ér kontinuerlig, singuléira
punkter, lokala extrempunkter, absolut maximum och absolut minimum om de finns.

(6p)

Bestam de intervall dér funktionen #r viixande, avtagande, och asymptoter till grafen.
Rita en skiss av grafen till funktionen. (4p)
Lésning.



Funktionen &r odefinierad da (z —2)(z + 1) < 0, nidmligen pé intervallet (—1,2) da
uttrycket under roten dr negativt. Definitionsméngden bestar av tva interval: (—oo, —1]
och [2,00) och funktionen &r kontinuerlig i pa hela definitionsméngden.

J@) = (o= VE-2 @+ D) = 7z (b -2) +1

Singuléira punkter, dir derivatan &r odefinierad &r z; = —1 och x5 = 2 och lim, . ;1 ¢'(z) =
+00; lim, 5 ¢'(z) = —o0;

Undersoker derivatans rotter:

1 1
m(é‘x)“ =0
1 1
I — i = 1
:172—:13—2(:6 2)
1
(x—i) = Vaz—x—2

1
2 2
-+ = 1" —1wv—2
4
1 9 -
- = - — omojli
1 Jjitg
Inga stationédra punkter finns. Lokala extrempunkter kan vara singulédra punkter 1 = —1

och x5 = 2 som #r dessutom griéinspunkter i definitionsméngden. Derivatan ér positiv for
r < x7 1 ndrheten av x; och dr negativ for x > w5 i néirheten av x,. Detta medfor
att funktionen far ett lokalt maximum i varje av punkterna enligt forsta derivatans test.
Derivatan ér dessutom positiv for alla x < z; eftersom den ér alldrig noll och da kan inte
bli negativ heller eftersom den #r kontinuerlig for = < ;.

Likadant visas att derivatan &r negativ for alla = > xs. ¢(2) = 2, g(—1) = —1. Detta
medfor att g har ett absolut maximum i 5. Funktionen &r viixande pa intervallet
(—o0, —1) och &r avtagande pé intervallet (2, 00). Undersoker grénsvirden och asymptoter
da z — +oo.

lim, oo (9(2)) = limy o (2 — Va2 — 2 —2) =
X z—vV22—z—2)(z+vV22—2—2 . 22— (22—z—2
lim, o0 (( x+\/x)2<_z_2 )) = limy o0 (%)

1 2?—a?4x+2 ) _ 71; z4+2 _n 142/ —
= lim, (H\/m> = lim, (H\/m> = lim, o (HW) =1/2
Funktions graf har en horisontell asymptot y = 1/2 da x — oo.

lim, . o g(z) = —oo. Detta medfor att funktionen saknar absolut minimum. Inget lokalt
minimum finns heller.

lim$—>—00 (gl('r)) = llmz—>—oo <\/m2+ﬁ (% - I’) + 1) - hmx—>—oo <\/x2im—2% - 71\/1712/:572/932 + 1)

—0+1+1=2

Derivatan har grinsvirde 2. Det betyder att det finns en asymptot med lutningen 2 da
T — —00.

lim, ., (9(z) — 22) = lim, (.75 —Vr2—r—2— 2:13) = —lim, o (\/x2 —x—2+ a:) =

2



N | =

1 22 —x—2—22 1 24 1 2/x+1 _
lim, . o <\/m_m) = lim; . o (\/m_x = limg o Yy

Funktionens graf har en asymptot till: y = —% +2x da x — —oo. Skiss for en graf foljer.

1.25T

-1.257

-3.75T

4. Linjir approximation. Betrakta funktionen f(x) = atan(z) och dess linjér approxima-
tion for z = 1.1 och a = 1. Uppskatta feltermen for approximationen och ange intervallet
dér virdet atan(1.1) maste ligga enligt dina uppskattningar. (6p)

Losning. Allmén formel for linjér approximation L(z) = f(a) + f'(a)(x — a). Fel E(z)
av linéra approximationen &r E(z) = f(z) — L(z) = 1 f"(2)(z — a) for nédgon okéind z som
ligger mellan x och a. for funktionen uppgiften

fa) = atan( ) =m/4.

f'(x) = £ (atan(z)) = 17 f'(2) = £ (atan(e)) = L (1) = 2515

Fl@)l,oy = 4 (atan(2))|,_, = 7 =
L(z)=m/4+3(x—1). L(1,1) =7/4+ 101 = 7/4+0,05.

E(z) = $f"(2)(1,1 = 1)* = £ f"(2)0,01 for en okind z mellan 1 och 1, 1.
F(

z) =

N |

—Z

1 _
2 (—2) z2+z4+1 T (2241)?

1y
2

() =4 <(z2121)2> = (2241)%(322—1) > 0 for z > 1. Det betyder att $1"(2) &r
viixande (negativ) funktion pé intervallet [1;1,1].

Detta medfor att % f"(z) har maximalt absolut belopp i punkten z = 1.

MaXye[1;1,1] ‘%f”(z)| :m = %. eller mingep 1,1 %f”(z) :—i.

Detta medfor att —1/4 < 1 f”(z) < 0 och —0.0025 < E(1,1) < 0.

I sin tur skall 7/4 4+ 0,05 — 0.0025 < f(1,1) < 7/4+ 0, 05.

_ s ~1
5. Grénsvirden. Berékna grinsviirdet: lim e’ - sin(z) (6p)

z=0 1 — cos(x)



Losning. Man kan forsoka anviinda ’Hopitals regel (tva ganger)
e?—sin(z)—1 _ lim (e®—sin(z)—1)" — lim (e®—cos(z)) __ lim (e® —cos(z))’ — lim (e?+sin(z)) _ 1

lim 1—cos(z) 7—0 (1—cos(z))’ »—0 sin(z) =0 (sin(z)) p—0  cos(z)

z—0

Alternativt kan man anviinda Taylors polynom med felterm pa O() form.

po € sin) =1 mnum+§+0@%_@—§+0@w—1_
z—0 1— COS(Q’}) o z—0 1—1 —+ %2 + O($4> =
240Gt i40()
m-=—————- = lim T = 1
x—0 % + O(ZE4) z—0 3 + O(l’)

r—3 y+1 z-2
2 4

skiir varandra (har en gemensam punkt). (6p)

. Geometri i rummet. Bestim om linjer givna med ekvationer
r—8 y—1 2-6
3 1 =2
Losning. De givna linjerna ér inte parallella. Om tva linjer skiir varandra sa ligger tre
foljande vektorer i samma plan: deras riktningsvektorer och en godtycklig vektorn mellan
tva punkter pa de linjerna. Detta kan kontroleras med att kolla om determinant dér dessa

vektorer utgor rader eller kolumner ér lika med noll.

och

Riktningsvektorer #r [5,2,4] och [3,1,—2]". Vektorn AB mellan givna punkter pa linjer
A=(3,-1,2) och B = (8,1,6) &ir AB = [5,2,4].

5 2 4

3 1 —2 | =0 eftersom den har tva
5 2 4

likadana rader. Detta medfor att dessa tre vektorer ligger i samma plan och linjerna (som
ar inte parallella) maste skira varandra.

Vi observerar omedelbart att determinanten det

. Geometri i rummet. Betrakta triangeln ABC med hornpunkter: A(4,1,—2), B(2,0,0),
C(-2,3,—5). Bestdm ekvationen pa standart form for triangelns hojd genom punkten
B, d.v.s. den linjen som ligger i triangelns plan, gar genom punkten B, och &r vinkelrét
mot sidan AC.

(6p)
Vi har en punkt B pa linjen given. Det soker en riktningsvektor 7 = [7, Ty, T till linjen.
Da kommer svaret att ha formen:

r—2 y z

Tx Ty T,

7_>>ligger i samma plan som vektorer BA och BC och & samtidigt vinkelréit mot vektorn
AC. Riktningsvektorn 7 kan viljas som

r A0« (B B0)

_— — —
Vi behover bara berdkna vektorer BA, BC, AC' och de skaldrprodukter som ingar i
formeln for k och sitta k in i formeln for 7.

BA=A-B=[41,-2—[2,00 =[21,-2]

4



—_— = =
BC=0C — B =[-23,-5 —[2,0,0] = [-4,3, 5]
—_— = —
AC=C — A =[-2,3-5 —[4,1,-2 = [-6,2, 3]
9 4 1
_— —
BAxBC=11 |x|3 |=]18
) _5 10
6 1 74
—_— e
r= C’><<BA><BC’): 2 | x| 18|=] 57
3 10 ~110

Ekvationen for linjen #r
T —2 y oz

74 57 —110

Annan 16sning med kortare beriikning dr att framstilla 7 i planet med vektorer BA
— N — — . . - =
och BC som T = kBA + pBC och hitta talen p och k sa att 7 - AC = 0, eller
—_— — —_— —
kBA-AC + pBC - AC' = 0. Berikna forst

BA-AC= |1 | 2 | =—-4, BC-AC =
-2 -3
— —> —_— —

Det #r litt att se a att k = 45 och p = 4 satisfierar fillkoret 7 - AC BA-AC +pBC-AC =
0. Vi beriknar 7 som

I 2 —4 74
T =45BA+4BC=45|1 |+4+4|3 |=] 57

-2 -5 —110

och far samma svar som innan. Vi kunde i princip fa en annan vektor parallel med den
vektorn.

. — 5 . — — —
. Vektorer. Bestim vinkeln mellan vektorer o och b givna som a = 3p + 2¢ och
é
b =P +5¢ ,dir P och ¢ dr enhetsvektorer (har lingder lika med 1), och ir vinkelriita
mot varandra. (4p)

Losning. Cosinus av vinkeln mellan tva vektorer beriknas som

—

7]

=l

cos(a) =

=|

—

Beriikna skaldr produkt mellan @ och b med hjélp av regler for skalir produkt:

T 0 =BT +20) (P +50) =37 - F+157 - T+2¢ - F+107- 7 =3+10=13,
eftersom p och ¢ ér vinkelriita mot varandra och P’ och ¢ #r enhetsvektorer (P - ¢ =
— — — — — —

¢ - P=0p-p=L7q -q=1).

— 2 - — — — — — — |2 - — —
TP =7 -7 =037 +27) 37 +2q):9+4:13;)b( =% =(P+57)
(P +5¢) =1+25=26,



Detta medfor att sokta

1B 131
- VIBV26 V2VIBVI3 V2

cos(a)

Vinkeln dr 7/4 eller 45 grader.

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara lédttats, ta sedan den som
kinns vara nést lidttast o.s.v.

Maxpoéng: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



