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Losningsforslag

1. Sats. Formulera och bevisa formeln for derivata av produkten av tva funktioner.

(6p)
Losning: Se Adams 2.3 Theorem 3.

2. Kontinuitet.

(a) Formulera definitionen pa att en funktion f(z) kontinuerlig i en punkt a.
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(b) Ange om nagon av funktionerna f(x) = arctan(—Q) och g(z) = tan(w4 * >,
x x

bada odefinierade i punkten x = 0, kan utvidgas till punkten x = 0 (d.v.s.

definieras i punkten x = 0) sa att de blir kontinuerliga i den punkten. I fall

det ar mojligt ange hur man kan gora det. (6p)
Losning: (a) f ar kontinuerlig i @ om gransvérdet lim f(z) existerar och ar lika
r—a
med f(a).
. t=x"2 . . : .
(b) ilir[l) f(z) = / s oo / = tliglo arctan(t) = 7/2, sa om vi definierar f(0) = 7/2
blir funktionen kontinuerlig i 0.
lim g(z) = lim t (ﬂxl) lim t (‘”) tan(—T) = —1 lim g(z)
im ¢g(z) = lim tan(—— ) = lim tan(—— ) = tan(—%) = —1, men lim g(x) =
oo- ) P 4 20~ 4x 4 ’ et
lim t (Wm) lim t (7”“"> tan(T) = 1 sa lim g(x) existerar inte. Darfo
im tan{ —— ) = lim tan{-—) = tan(%) = 1 sa lim g(x) existerar inte. Darfor
xz—07t 4x z—0t 4x 4 z—0 g

gar det inte gora en kontinuerlig utvidgning.

3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen
f(z) = (2 + 1)et "1l

(a) Bestdm kritiska punkter, singuldra punkter, lokala extrempunkter samt storsta
och minsta virde om de finns. (6p)

(b) Bestdm de intervall dar funktionen &r véxande, avtagande, strikt konvex (konkav
uppat) och strikt konkav (konkav nedat) samt ange inflexionspunkter (b6jnings-
punkter). Rita en skiss av grafen till funktionen. (4p)

Losning: For z > 0:

f(z) = (@ + 1),
fl(x) =2z + (22 + 1)e! (1) = —(2® =22+ 1)e! " = —(z — 1)%' 7,
f'(z) = —2(x — e (z — 1)%%(=1) = (x — 1)(z — 3)e' ™.

P& samma sitt, for x < 0: f(z) = (22 + 1)e!™, f'(z) = (v + 1)%e!™®, f"(x) =

(z 4+ 1)(x + 3)e!™™. Observera att f och f” &r jamna funktioner och f’ &r en udda

funktion. Funktionen &r kontinuerlig i = 0 ty lim f(z) = lim f(z) = f(0) =e.
z—0~ z—0

Vinster och hogerderivatan i « = 0 &r f’ (0) = e och f/ (0) = —e. Dessa ar olika sa

1/(0) existerar ej. Alltsa ar = 0 en singuldr punkt.



Vertikala asymptoter existerar ej pa grund av att funktionen ar kontinuerlig pa
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R. D'Hopitals andra regel ger lim f(x) = lim @+ e = lim — =
T—00 T—00 e* typ[%] z—o0 er typ[g]
2
lim £ = 0. Alternativt ser man det direkt pa grund av att exponentialfunk-
r—o00 e~¥

tionen vaxer snabbare an alla polynom. Symmetrin eller en berakning av samma
slag ger lim f(z) = 0. Funktionen har saledes horisontell asymptot y = 0 bade at
T——00

hoger och vanster.

Kritiska punkter (f'(z) = 0) finns i * = £1 ty e’ > 0. Nollstallen till andra-
derivatan ar x = £1 och x = £3. Teckentabell:

x -3 -1 0 1 3
@) | + + 0 4+ # - 0 - —
ffey|+ 0 - 0 4+ # + 0 - 0 +
flz) | 2 10e72 2~ 2 2 e Ny 2 0N\ 10e? N
— infl. ~ infl. — — infl. ~ infl. —
lokala max

Observera att den singulara punkten z = 0 ger lokalt maximum, men att de kri-
tiska punkterna x = +1 inte ar lokala extrempunkter pa grund av att derivatan har
samma tacken pa bada sidorna. Funktionen &r vixande pa (—oo,0) och avtagande
pa (0,00). Funktionen saknar minsta vérde, men har storsta virde e i punkten
x = 0. Funktionen ar strikt konvex pa (—oo,3) U (—1,0) U (0,1) U (3, 00) och strikt
konkav pa (—3,—1) U (1,3). Grafen ser ut sa hér:

e

®
N

-3 -1 1 3

4. Taylor-utveckling. Ange Taylor-utvecklingen av ordning 3 kring z = 1 av funk-
tionen f(z) = 2 med felterm pa O-form. (Tips 2° = e*®.) (Lagre poing for
ordning 2.) (6p)



Losning: Funktionen och de tre forsta derivatorna ar

f(l’) = % = exlnx
fl(z) =™ L(zln(z)) = " (In(z) + 1),
f'(@) = (e ") (In(z) + 1) + "2t = e ((In(z) + 1)° + 271,
FO2) = (L) (In(z) + 1)% + 27 + ™ L (Inz) + 1)2 + 27)
=" (In(x) + 1)((In(z) + 1) + 271 + ™ (2(In(z) + Da~' — 272).

Detta ger f(1) =1, f/(1) =1, (1) =2, f®(1) = 3. Taylors sats ger

f@)=f)+ ()@ —1)+ 5 (W)@ -1+ 2O (@ - 1) + O((x — 1)*)
=1l+(@—-1)+(z—-1)°+iz-1>+0((z-1)").

In(1 2) —In(1 — 22
. Gransvarde. Berékna gransvirdet lim n(l+a7) -l -z ) (6p)
20 1 — cos(x)

Losning: Gransvardet kan beraknas med Taylor-utvecklingar eller 'Hopitals forsta
regel. Har visas metoden med I'Hopital.

po (e i —a?) liﬁ’? T P20l —a?) + 20(1 + 22)
70 1 — cos(x) typ[0] 20 sin(z) 20 (1 + 22)(1 — 22) sin(x)
4 4 4

— lim ° — lim - —4.

2=0 (1 — 24) sin(z) typ[2] =0 —4a3sin(z) + (1 — x)cos(z) 0+1

. Linjer i rummet. Berdkna minsta avstandet mellan de tva linjerna L; och Lo,
dar L; &r linjen genom (0, 1, 3) parallell med vektorn & + ¢ och Ly ges av x = 2+ ¢,
y =2, 2z =1—1t med parameter t € R. (6p)
Losning: Lat P, = (0,1,3), P» = (2,2,1), v = £ + g och v, = & — 2. Da gar Ly
genom P; och &r parallell med v; och Ly gar genom P, och ar parallell med os.

Lat P;3 och P, vara punkterna pa L; respektive Ly som ligger narmast varandra.
Da kommer P3P, vara Vi/nkelr'eit mot, bédq vy och Dy, sa den ar pa%l med M Us.
Vektoraddition ger PP, = P, P3 + P3Py + P,P,. Vektorerna P, P; och PP, ar
parallella med v, ﬁgek’clve Vo, sa de ar bada vinkelrdta mot v, X 0. Alltsa ar P3Py

projektionen av P; P, pa v; X 5. Det sokta avstandet ar

—
— PP (v X0
3:|P3P4|:| : 27 (017XU2)|.
|Ul><1)2|
Vi beraknar dérfor P Py, =22 49 — 22 och
Ty z
oixtp=]11 0 |=|% O lact Oyt s ayyos
Lo 0 —1 1 -1 10

== _ _ _ o . . ..
Vi far PiP; - () X ©3) = 1 och |0, x 73] = v/3, s4 minsta avstandet mellan linjerna
ir s = —=.
. Geometri i rummet. Ange pa standardform ekvationerna for skarningslinjen
mellan de tva planen som ges av 3z —y+2z=4ochx—y+ 2= 1. (6p)
Losning: Uppgiften kan losas med kryssprodukt eller Gausselimination. Vi visar



metoden med Gausselimination. Vi soker 10sningen till ekvationssystemet som ges
av de bada ekvationerna. Pa matrisform

3 -1 204] _ [1 -1 1]l - 1 -1 11
1 =1 1|1 e |3 -1 24| s+ 0 2 —1]1
[1 -1 1 1] [1 0o 1 } x5z =
= 21l & 2 & :
2l 01 & y—iz=

0 1 5
Lat z = 2t dir t € R ar en parameter. Linjen beskrivs da pa skaldar parameterform

T = %—t, y = %+t, z = 2t. Genom att 10sa ut och eliminera ¢ far vi standardformen
av linjens ekvationer —z + % =y — % = %z.
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8. Vektorer i rummet. En triangel har horn i punkterna A = (1,1,1), B = (3, 3,0),
C = (5,2,2). Hur stor r triangelns vinkel vid punkten A? (4p)
Losning: Triangeln spanns upp av vektorerna 1@ = 2% 4+ 2y — 2 och AC' =
4z + g + z. Triangelns vinkel 6 vid punkten A &r vinkeln mellan vektorerna zﬁ
och AC. Skalarprodukten ger AB - AC = |1@ ||R|COS 6. Vi raknar darfor ut
AB| = VZ+ 211 =9=3, |AC| = VE+1+1= I8 = 3v2. AL AC =

8+2—-1=9. Sacost = V%“‘%' = 3.39\/5 = \/Li Saledes blir vinkeln 6 = 7/4 = 45°.

Tips: Borja med uppgiften som verkar vara lattast, ta sedan den som
kanns nast lattast o.s.v.

Maxpoang: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



