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Tentamen i MVE460 Envariabelanalys och analytisk geometri
och TMV036 Analys och linjar algebra del A.

1. Sats. Formulera och bevisa instangningssatsen (The squeeze theorem). (6p)
Lo6sning: Se Adams 1.2 Theorem 4 och Exercise 1.5.38.

2. Kontinuitet.

a) Formulera definitionen pa att en funktion f(z) med Dy = [a,b] &r kontinuerlig i

punkten a.
Losning: f(x) ar kontinuerlig i a om lim+ f(z) existerar och hm+ f(z) = f(a).
T—a r—a
i ) 1 — cos?(x) ] i
b) Ange om nagon av funktionerna f(x) = *————= och g(z) = sin(1/x), bada
x

definierade pa (0, 1] kan utvidgas till punkten x = 0 (d.v.s. definieras i punkten
x = 0) sa att de blir kontinuerliga i den punkten. I fall det &r mojligt ange hur
man kan gora det.

1 _ 2 - 92 .
lim cos?(x) _ oy VD (x) ~ lim sin(x) 1
z—0t T z—0t x z—0t x
sa om man sétter f(0) =1 blir f(z) kontinuerlig i x = 0.

Losning: lim f(z) =
z—0t

1 1
Fér alla heltal n blir g(m> — 1 och g<m> — —1, men bade
1
———— = 0t och ————— — 0" da n — oo, sa lim g(z) existerar inte.
2 + /2 2mn — /2 o0+

Darfor kan g(z) inte utvidgas sa den blir kontinuerlig i x = 0.

3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen
6
flx)=5+2———>5In(z), 1<z <6.
x

a) Bestam kritiska punkter, singuldra punkter, lokala extrempunkter samt storsta
och minsta varde om de finns. (6p)

b) Bestam de intervall dar funktionen ar vixande, avtagande, strikt konvex (konkav
uppat) och strikt konkav (konkav nedat) samt ange inflexionspunkter (bojnings-
punkter). Rita en skiss av grafen till funktionen. (4p)

(Uppskattningarna 3/5 < In2 < 7/10, 1 < In3 < 11/10 och 8/5 < In5 < 17/10 far
anvandas vid behov.)

Losning: Funktionen &r definierad pa det halvéppna intervallet (1,6], sa vi un-
dersoker gransvérdet IE% f(z) =5+41—-6—>5In(1) = 0. Derivering ger

6 5 2*—brx+6 (r—23)(z—2)
—12 ) oxr — 12
fria) = =22 ]

b
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Bade f(z) och f'(x) &r definierade och kontinuerliga pa hela intervallet 1 < z < 6
sa singulédra punkter saknas.



Kritiska punkter (f/'(x) = 0) finns i # = 2 och # = 3. Nollstéllen till andraderivatan
ar r = 12/5.

Teckentabell:
x 1+ 2 % 3 6
f'(z) + 0 - - 0 +
f"(x) - - - 0 4+ + +
f) | 0 7~ f(2) \ N f3) A f(6)
~ ~ ~ infl. —« < <
lokala max min max

Observera att = = 1 inte &r en lokal minpunkt ty 1 ¢ Dy. Nu aterstar att jamfora
F(2) =4-5W2, f(3) = 6 —5In3 och f(6) = 10 — 5In6 = 10 — 51n2 — 5In3.
De givna uppskattningarna av In2 och In3 ger % =4 - % < f(2) < 4 - % =1,
1=6-4 <fB8)<6-5=1lochl=10—1-4 < f(6)<10-3-5=2.
Teckentabellen ger dessutom att f(2) > f(£) > f(3) s& vi kan dra slutsatsen att
vi har storsta virde f(6) = 10 — 5In6 och att minsta virde saknas, ty f(x) > 0 =

lim f(x) for alla x € Dy.

rz—1

Funktionen ar véxande pa (1,2) U (3,6) och avtagande pa (2,3). Funktionen é&r
strikt konvex pa (2,6) och strikt konkav pa (1,%). Punkten z = 2 &r en inflex-
ionspunkt. Grafen ser ut sa har:
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. Taylor-utveckling. Ange Taylor-utvecklingen av ordning 3 kring x = 0 av funk-
tionen f(z) = In(z + v/1 + 22) med felterm pa O-form. (6p)
Losning: Derivering ger

1 V1 2 1
flo) = ———— (411t a?) gy = — TV TT ,
z+ 1+ 22 (x4+V1I+22)V14+22 V1+a22
f”(iL‘) - %(1 + :E2>_3/22.73 _ —.27(1 + $2)—3/2’
f”’(x) _ _1(1 + 1’2)3/2 - (—l‘)%(l + IE2)1/22:L‘ _ 2172 —1

(14 22)3 (1+ a2)5/%



Detta ger f(0) =

In(1 ) =1, f(0) = 0, f(0) = —1, si Taylor-
utvecklingen av f(z) kri

) 0, f'(0
x = 0 blir

2 3

F@) = F0)+ FO) + FO) % + 7705 + 06" =2 - & + 0.

In in(1—
. Gransvarde. Berakna gransvardet 3101_% 1(?; iDQ( n (x? (6p)

Losning: Gransvardet kan beraknas med 1’'Hopitals regel eller variabelbyte = 1+4¢
och MacLaurin-utvecklingar. Anvander har I’'Hopitals regel tva ganger:

In(x) + sin(1 — z) x4+ cos(1 — z)(—1)

li = i
el 12242 In(z) typ (2] ol —2z + 227!
, —x 2 +sin(1 — z)(-1) -1 1
= lim = =
typ [%] z—1 —2 — 2072 —2-2 4

. Geometri i rummet. Bestam projektionen av linjen £ pa planet 2z —2y+3z = 2,
dér linjen £ gar genom punkten (0,2, —1) och &r parallell med vektorn v = z+¢—2Z.
Ange svaret pa skalar parameter form. (6p)
Losning: Planet har normal n = 22—2¢+3Z2. Vi bestammer forst skarningspunkten

r=1t
mellan linjen £ och planet. En punkt pa linjen ges pa parameter formav { y =2 + ¢

z=—1—1
som instoppat i planets ekvation ger 2t — 2(2+t) + 3(—1 —¢) = 2 som ger t = —3.
Alltsa ar punkten Py = (—3, —1,2) skdrningspunkten mellan £ och planet. Vi kan
dela upp v = v| + vy, dar v ar parallell med n och v, ortogonal mot n, dvs
parallell med planet. Projektionen av £ pa planet blir da en linje genom F, med
riktning v, . Vi beraknar ortogonalprojektionen

v.n _3 2 23
V= —n=_— =2 | ochfarv, =v—-v=—1] 11
n-n 17 3 17 _g

Da 17v, ocksa har samma riktning som v, kan vi skriva projektionen av L pa
planet som

r=-—-3+23t
y=—1+11t
z=2—8¢

. Geometri i rummet. Ange ekvationen pa standardform for det plan som gar
y+2 oz

genom punkten (1,3, —2) och &r vinkelrdt mot linjen z — 3 = =3 (4p)
r=3+t
. . . . . . y+2 =z
Losning: Linjen pa parameterform farviavt = x—3 = 5 =3 Sly=—-2+4+2t
z =3t
1
Alltsa har linjen riktningen v = | 2 |, som ocksa blir normal till planet, ty linjen
3

skulle vara vinkelrat mot planet. Positionsvektorn till den givna punkten i planet ar

3
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1 x
rg = 3 |. Positionsvektorn till en godtycklig punkt i planet, r = | y | maste
-9 z

uppfylla (r —rg) - v=0<r-v=ry-v< x+2y+ 3z = 1som ar planets ekvation

pa standardform.

. Vektorer i rummet. Bestam en enhetsvektor u_som bildar lika vinklar med de
4 3 2
tre vektorerna vi = | 0 |, vo= | 4 |, vy =] 2 (6p)
3 0 1
Uy
Losning: Lat u = | us |. Lat a vara vinkeln mellan u och vy. Da ar dven «
us
vinkeln mellan u och vy samt mellan u och v3. Vi far da
|11| u-Vvy 4U1 +3U3 4 i 3
cosa = = = —u; + -u
|V1| /—42 T 32 5 1 5 39
[l u-vey 3u; +4uy 3 . 4
coso = = = Zur + —u
|V2| /—42 T 32 5 1 5 2
u-vs  2u; +2us+us 2
|u| cosa = = = —uy + —Uy + -us.
V3] V22422412 3 3
Att dessa tre uttryck ar lika, kan formuleras som
%Ul + %U?, = %Ul + %Ug, Uy — 4U2 + 3U3 = 0,
%ul + %u;g = %Ul + %Ug + %u;;, 2u1 — ].OUQ + 4U3 =0
Systemet kan losas med Gausselimination:
1 —4 310 1 -4 3 |0 1 0 710
2 —10 410 0 -2 =210 01 1]0
Med uz = t som parameter far vi u; = —7t, uo = —t, ug = t. u skulle vara

enhetsvektor, sa 1 = |u| = [t|vV49+ 1+ 1 ger || =
1 -7

—— | —1 | de givna villkoren.

vl

Maxpoang: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40
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Saledes uppfyller u =



