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Losningsforslag till
Tentamen i MVE460 Envariabelanalys och analytisk geometri
och TMV036 Analys och linjar algebra del A.

1. Sats. Formulera och bevisa Rolles sats. (6p)
Losning: Se boken sats 2.8.15 sid 141.

2. Gransvarden.

a) Formulera definitionen for grénsvéirde av en funktion i en inre punkt av dess
definitionsmangd.

Losning: Definitionen av gransvardet lim f(z) = L: For varje € > 0 existerar
Tr—a

ett 6 > 0 sa att | f(z) — L| < € for alla  som uppfyller |z — a|] < 9.

V1422 -1

b) Betrakta funktionerna f(x) = 5 och g(x) = arctan(1/z) bada odefinier-

ade i x = 0. Bestdm om nagon av dessa funktioner har gransvarde da x — 0.

(6p)
1+2% -1 1 1
Losning: lim = lim m —_— = .
g Jimy f(@) = $H0x2(\/1+x2+ ) =20 /14224+1 2
™ . 1
xllgL glx) =\t = —\ hm arctan(t) = 5 mmen xligl— glx) =\t = E\ =
i :
lim arctan(t) = ——, sa lim g(z) existerar inte.
t——o0 2 x—0

3. Tillampning av derivator. Betrakta funktionen

1 + arctan(z), x <0
f(l'): 3 2
2x° — 2x° 4+ 1, 0<z<1

a) Bestam kritiska punkter, singuldra punkter, lokala extrempunkter samt storsta
och minsta virde om de finns. (6p)

b) Bestdm de intervall dar funktionen ar vixande, avtagande, strikt konvex (konkav
uppat) och strikt konkav (konkav nedat) samt ange inflexionspunkter (béjnings-
punkter). Rita en skiss av grafen till funktionen. (4p)

Losning: Funktionen ér definierad pa intervallet (—oo, 1], sa vi undersoker gransvidet
. : 7r
ml_lgx)f(x) = Zl_l}I_noo(l + arctan(z)) = 1 — 5
Funktionen ar kontinuerlig i skarvpunkten = = 0 ty lim f(z) = lim (14arctan(z)) =
—0~ z—0~

1 och lim+ flx) = hm (2x —22°4+1)=1= lim f( ). Derivatan ar
z—0 z—0~

1

fla)=qT5a”
622 —4z, 0<z<1.

<0

=1, men f/(0) = 0. Saledes

I punkten z = 0 &r funktionen inte deriverbar ty f’ (0) =
= 0) finns i = 2/3. Observera

dr x = 0 en singular punkt. Kritisk punkt (f'(z)



att = 0 ar en singular punkt och darfor inte en kritisk punkt. Andraderivatan ar

2

f”(l') — (1 + 1’2)2
120 — 4 O<zx<l1

Andraderivatan har nollstélle i z = 1/3. f”(0) existerar inte pa grund av att f’(0)
inte existerar. Teckentabell:

T —00 0 1/3 2/3 1
f(x) + & - - - 0 +
f(x) + 3 - 0 + + +
f@) [1-7 2 1N No1921 1

— ~ infl. — —
lokala max min max

Mista virde saknas ty f(z) kan komma godtyckligt ndra 1 — 7, men virdet uppnas
aldrig. Storsta viarde 112 = 0 och x = 1. Funktionen &r vixande pa (—o0,0) U
(2/3,1) och avtagande pa (0,2/3). Strikt konvex pa (—oo,0) U (1/3,1) och strikt
konkav pa (0,1/3). Inflexionspunkt i z = 1/3. Observera att z = 0 inte &r inflex-
ionspunkt ty tangentlinje saknas i punkten. Grafen ser ut sa har:

1 2
3 3 !

4. Taylor-utveckling. Ange Taylor-utvecklingen av ordning 3 kring z = 2 av funk-
tionen f(z) = In(z* — 2) med felterm pa O-form. (6p)

2z Y 7_2(x2+2) iy :4x(x2+6)
a:2—2’f(x)_ (m2—2)2’f() (22 —2)3

Losning: Derivering ger f/(z) =

Taylor-utvecklingen blir

1) = £@) + f@a—2) + TEE =20 AW (g
= (@) + 20— 2) - 2B S o0 gy

exp(z?) — cos(x)

5. Gransvarde. Berdkna gransvérdet lim , (6p)
z—0 sin(z?)

Losning: Gransvardet kan berdknas med I’'Hopitals regel eller MacLaurin-utvecklingar.

2



Anvander har I’'Hopitals regel tva ganger:

e _ 2ze” + sin(x) . (42?4 2)e*” +cos(z) 3
lim ———— = lim = lim - ==
20 sin(xz?)  4yp Q)20 2w cos(w?)  typ (2] =0 2cos(2?) — 4a?sin(2?) 2

— cos(x)

6. Geometri i rummet. Ange ekvationen pa standardform for det plan som gar
=y — 2= —z— 1 och punkten (0,3, 2). (6p)

Losning: Planet gar enligt uppgift genom punkten ¢) = (0, 3,2). Linjen kan skrivas
som z = 2+4-2t, y = 2+t, 2 = —1—t. Linjen gar darfor genom punkten P = (2,2, —1)

.. x
genom linjen

2 -2
och har riktning u = 1 |. Bade u och v = J@ = 1 ar parallella med
-1 3
1 1
planet st u x v=4 | —1 [ &r normal till planet. Valjn= | —1 [. (Omskalning
1 1
spelar ingen roll.) Planet gar genom @, sa planets ekvation ar (x — 0) — (y — 3) +
(z —2) = 0 som pa standard form dr x —y + z = —1.

7. Geometri i rummet. Bestam avstandet mellan de tva parallella planen

20 — 2y + 32z =—-2o0ch 2z — 2y + 32 =5. (6p)
2

Lo6sning: Planen ér parallella ty normalerna ar parallella, n = | —2 |. Avstandet
3

mellan planen ar darfor detsamma som avstandet mellan ena planet och en punkt

i det andra planet. Avstandet blir det samma oavsett val av punkt i planet. Valj

t.ex. Py =(—1,0,0) i forsta planet. Lat P; = (zo, Yo, 20) vara den sokta punkten i

andra planet som ar ndrmast Py och P = (z,y, z) vara en godtycklig punkt i andra

planet. P; ligger narmast P, ifall PP, ar vinkelrat mot n och P, P, ar parallell med

n. Saledes ar P Py projektionen av PP, pa n. Det sokta avstandet &r s = | P Py| =

i s
PRy-n| |OPyn—0OP-n| |—-2—(20—2y+3)] |-2-5 7

| n] /2R (22 13 VIT VAT

I nast sista steget anvande vi att P ligger i andra planet.

8. Vektorer i rummet. Berakna vinkeln mellan u och v samt den ortogonala vektor-

2 1
projektionen av u pa v da u = 1 ochv=|2]. (4p)
-1 1
Losning: Vi far [ul? = 6, |[v|> = 6 och u-v = 3. Vinkeln fis av sambandet
3 1
u-v = |ul|v|cosf, dir 6 ar vinkeln mellan vektorerna. cosf = —— = — sa
ullv v v
1/2
™ . . o . v
6 = —. Projektionen av u pa v ar vV=—= 1
3 V-V

1/2

Maxpoang: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40



