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Lésningsforslag till tenta i MVE460 Envariabelanalys och analytisk geometri (TMV036 del a).

1. Sats. Formulera och bevisa satsen om griinsviirde av produkt av tva funktioner. (6p)

2. Kontinuitet. Betrakta funktionen:

fla) = {”"2“_1 . for @0
Vaz 416 —4
Ange definition av kontinuerlig funktion.
Bestdm om funktionen f kan definieras i punkten x = 0 s& att den utvidgade funktionen blir kontinuerlig. (6p)
Lésning. En finktion dr kontinuerlig i en punkt a of grinsvirdet }g}l f(x) existerar och mh_rg f(z) = f(a).
I fall en funktuion &r odefinierad i en punkt a, n kontinuerlig utvidgning &r mojlig i fall gransvirdet il_rgl fx)

existerar. Vi multiplicerar téljaren och nédmnaren med deras konjugat utryck for att eliminera uttryck med rotter
som gar mot noll.
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Detta medfir att om vi definerar f(0) = 4 s& blir utvidgate funktiopnen kontinuerlig.
3. Tillaimpning av derivator. Betrakta funktionen:
9(x) = |z + 1| exp(~a?)
Bestdm punkter ddr funktionen #r kontinuerlig, singulidra punkter, lokala extrempunkter, absolut maximum och

absolut minimum om de finns. (6p)

Bestidm de intervall dér funktionen dr vixande, avtagande, b&jningspunkter (inflection points), och de intervall dir
funktionen ér konkav uppat och konkav nerat. Rita en skiss av grafen till funktionen. (4p)

Lésning. Vi ldgger mirke till att g(x) dr definierad for alla reella x &r icke negativ och har endast nolstéille
xo = —1. Det &r absolut minimum av funktionen. Funktionen gar mot noll for + — +oo: lim, 1o g(z) = 0. z-
axeln dr horisontell asymptot till funktionens graf. Vi kommer att observera senare att funktionen saknar derivatan
i punkten zy som &r singuldr punkt.

Vi undersoker funktionens derivator och deras egenskaper. Vi betraktar forst funktionen for virden x > —1 da

g9(z) = (z + 1) exp(—a?)

Lg(@) =L [(z+1)exp(—2?)] = e — 2z — 22" = (e_”z) (1 —22% — 2z). Rétter till detta uttryck &r
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ett lokalt maximum enligt férsta derivatans test. Vi ldgger mirke till att hoger derivatan av g(z) i punkten zq &r

(e_”2> (1-2+2) = (e—f") > 0.

Andra derivatan dr

j—;g(m) =4 (Lgz)=_2 ((e_”z) (1—22%— 230)) =

422" — 6re=" — 2 4 daBe " =2 (e*"’”2) (223 + 222 — 3z — 1) =2 (e’rg) (x—1) (42 + 222 + 1).

. Bara en av dessa #r storre dn —1: z; = % (\/g— 1) ~ 0.35 > 0 det &r stationér punkt och &r



Rotter av detta uttryck édr xo = 1, z3 = % 2—1ochzy = ,%ﬁ — 1. Bara x5 och z3 & storre én —1 (fallet som vi
betraktar nu). Dessa tva punkter dr bojningspunkter till funktionen g for > —1.

Vi betraktar nu funktionen for virden x < —1 da g(z) = — (z + 1) exp(—z?).
Vi observerar att -Lg(z) = — (e’ﬁ) (1 — 222 — 2z) for dessa virden av  och d%g(m) =-2 <e’z2) (z—1) (4o + 227+ 1).

Sa vi kan utnyttja berdkningar som vi genomforde tidigare. Vi observerar en stationdr punkt z5 = f% (\/§ + 1) <

—1, och en bojningspunkt x4 = —%\/5 — 1 < —1. Punkten x5 &r ett lokalt maximum enligt férsta derivatans test.
T T4 Is o I3 Ty )
x -1V2-1 —5 (V3+1) -1 V21 3 (V3-1) 1
g(x) Yo /| lok. max N\, | abs. min | ~ | ~ /" | abs. max NN\ N\
g |+ | + + | stationér p. | — | sing. p. + |+ + | stationéir p. | — | — —
g'(x) | U | bojningp. | N | N N U | bgjning p. | N | N N | béjning p. | U

Vi lagger mirke till att véinster derivatan av g(z) i punkten xg dr — (e‘w2> (1-242)= —e=*" < 0. Detta medfor

att derivatan av g existerar inte i den punkten och att g = —1 &dr en singulér punkt. Det &r ett absolut minimum
som vi observerade redan innan. Av de tva lokala maxima g(z1) = g (3 (V3 —1)) ~ (0.35+ 1) exp(— (0.35)%) =

(0.35+ 1) exp(—0.12) ~ 1.35 &r storre sn g(zs) = g (=3 (V3+1)) = — (=3 (V3+1) + 1) exp(— (-3 (V3 + 1))2) 2
(=3 @70 +1)exp(— (5 (2.7))2) = 0.35exp(— (1.35)) eftersom 0.35 < 1.35 och exp(— (1.35)%) < 1. Detta till-
sammans med att lim, 4o g(x) = 0, medfor att g(z1) = g (3 (V3 — 1)) &r ett absolut maximum for g(x).

Med att kolla tecknet av derivatan, observeras att g(z) #r viixande pé intervall (—oo, z5), (zo,21) och att g(x) &r
avtagande pa intervall (x5, xo), (z1,+00).

Funktionen &r konvex pé intervall (z4,2p), (23, x2) och &r konkav pé intervall (—oo, x4), (2o, z3), och (z2,+00).
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4. Taylor polynom. Betrakta funktionen f(z) = In(cos(z)). Ange dess Taylor polynom av grad 4 runt z = 0. (6p)

Losning.

In(cos(@))|z=0 = 0

4 (In(cos(z))) = — 2 = — tan(z)|,—o = 0

£ (ncos(2))) = & (~5m2) = — e = -1

£ (In(cos())) = & (— ) = — 2 sinlp—o = 0

% (In(cos(z))) = % (_c0523ac sinz) = ﬁ (2cos2x —4) = COSzQQj — Coj% _ COS24Z Sin2z [po =2 — 4= 2

Allmén Taylor polynom av grad fyra for funktion f runt punkt a ér:
Py(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + f"(a) 3(x — a)* + [P (a)§(z — a)* + [P (a) 55 (2 — a)*
f(@) = Pi(2) + O ((z - 0)°)



esin 2z _ esinw
. Grinsvirden. Berikna grinsvirde: lim0 - (6p)
z— T

Losning. Anvind "Hopitals regel

% (esin2z _ esi]ﬂm) =9 (COS 21.) esin2z _ (COS $) esinz|I:O —929_1=1

sin 2x sin =
—e€

lim, 0 ———¢—=1=1

. Geometri i rummet. Bestdm om foljande punkter ligger i samma plan. A: (3,—2,3); B: (0,4,9); C: (2,0,5); D:
(27 _8a _1) (61))
Losning. Vi betraktar tre vektorer som gar fran en av dessa punkter till tre andra punkter, till exempel AB, AC,
och AD.

[0 37 -3 2 3 ~1 2 3 -1
— — —_—
AB=|4|-| 2 |=]6 [;AC=|0|-| =2 |=| 2 [;AD=| -8 || —2|=| -6
9 3] |6 ] 5 3 2 -1 3 —4
[ 2 2 [0 ] 2 0 2 2 0 2
— —
CD=| 8 |—-|o|=|-8;BC=|0|-|4|=|-4|;BD=| -8 |-|4|=]|-12
-1 51 | -6 5 9 —4 -1 9 ~10

Vi observerar att vektorer A—B> och A—(f' dr parallella.Detta betyder att punkterna A, B, C ligger pa samma linje.
Detta medfor att punkterna A, B, C, D ligger i samma plan som gar genom punkten D och linjen gemensamma fér
punkterna A, B, C. Man kan ocksa se att vektorer AB, AC , AD ligger i samma plan med att beridkna determinanten
byggd pa dem:

-1 -6 —4
det | -1 2 2 = —det {

1o 2 2 }Jr(;det[ -1 2 }4det[ -1 2 } = —(12—12)+6(—6+6)—4(—6+6) = 0

6 6 -3 6 -3 6

. Geometri i rummet. For vilka virden av konstanter A och B planet Ax + By + 6z — 7 = 0 #r vinkelrdt mot
linjen 252 = yjf =17 (6p)

Losning. Planet ér vinkelrdt mot linjen i fall normalen ﬁ till planet dr parallell med riktningsvektorn I—/

— A — 2 — — — —
N=| B |;V =| —4 |. Tva vektorer N och V i#r parallella om det finns konstant \ sddan att N = AV . For
6 3
givna vektorer denna ekvation ser ut som
A 2 ] 2\
B | =X| =4 | = | —4X |. Vi observerar att A maste vara A\ = 2 for att uppfylle likheten for tredje
6 3 3\
komponenter av vektorer. Likheter for tva forsta komponenter medfor att A = 4 och B = —8.

. Vektorer Betrakta vektorer AB BC’ C A som sammanfaller med sidor i en trlangel Uttryck vektorer AM BN
—
CP som sammanfaller med medianer i triangeln med hjilp av givna vektorer AB BC CA. (4p)

Losning. Medianen ér en linje fran ett av triangelns horn till motstaende sidas mittpunkt.

. . — — 153 . — — 13
Triangelregeln for vektor addition medfor att AM = AB + 5BC (se bilden).Pa samma séitt BN = BC' + 5CA och
P — A + L4B.

. e . . Ty 1 (73 et gy
Alternativa uttryck &r ocksd mojliga om man istéllet tillimpar parallellogramregeln: AM = 5 (A — A); BN =
1 (52 3\ 53 1 (A7 SR
} (BC - 4B): CP =} (CA-BC)

Tips: Borja 16sa uppgifter fran den som verkar vara ldttats, ta sedan den som kiinns vara nést 1dttast
0.S.V.

Maxpodng: 50 ; 3: 20; 4: 30; 5: 40






