LOSNINGAR TILL TENTAMEN FOR MVE460
Onsdag den 20 december, 830 — 1230

1. Se kurslitteraturen (Adams s. 90).

2. Se kurslitteraturen (Adams s. 110)

3. Lat f(z) = a2e”lo—1,

Definitionsmangd. Vi borjar med att bestdmma definitionsméngd, och noterar

att alla ingdende funktionerna 22, e* och |x| 4r definierade for alla z, vilket medfor
att D = R.

Kontinuitet. Eftersom funktionen bestar av sammanséattning av funktioner som
ar kontinuerliga i hela R sa ar f ocksa kontinuerlig i hela R.

Lodrata asymptoter. Eftersom Dy = R existerar inga lodrata asymptoter.

Vagriata asymptoter. Vi har att

lim a?e” 71 = g2e=(@=1) = g2e7=H1 —
T—>00

enligt kint gréansviarde. Vidare har vi
lim z2e 7l = 2%e* 1 =

rT——00

eftersom e” gar mot noll da x — —oo. Alltsa har vi att y = 0 &r en vagrét
asymptot for funktionen.

Sneda asymptoter. Inga, eftersom vi har lodréita asymptoter da x — Fo0.

Lokala extrempunkter och inflektionspunkter. Eftersom funktionen inne-
haller faktorn |z — 1| undersoker vi fallen < 1 och = > 1 separat.
x < 1: I detta fall har vi att f(z) = z%e*!. Derivatan ges av

f'(z) = e *(2x + 2?).
Kritiska punkter ges av f’(z) = 0, som har l6sningen x = 0 och z = —2, som
bada uppfyller < 1. Andra derivatan ges av

f(x) = e " (2® + 42 + 2).



Eventuella inflektionspunkter ges av f”(z) = 0. Detta &r uppfyllt endast da
2% 4+ 42 + 2 = 0, som har rotterna Ti2=—2=% V2 som bada ar < 1.
x > 1: I detta fall har vi att f(z) = z%e!~®. Derivatan ges av

fl(z) = "2z — 2?).
Kritiska punkter ges av f’(z) = 0, som har 16sningen x = 0 och x = 2, dir x =0
ar en falsk rot eftersom den dr mindre d&n 1. Andraderivatan ges av

f(z) = e (2* — 4o + 2).

Eventuella inflektionspunkter ges av f”(z) = 0. Detta &r uppfyllt endast da
2% — 4z + 2 = 0, som har rétterna Ti0=2=% V2. Endast 2 + /2 ér en 16sning
eftersom den andra roten ligger utanfor intervallet.

x = 1: Vi ser att

lim f(z) = lim e'~*(2z — 2*) =1
S S = Jim e e =)
och att

lim f'(z) = lim e'"*(2z + 2°) = 3.

r—1— r—1—

Hoger- och vanstergriansvirdena &r olika och derivatan ar dérfor ej definierad i
x =1, och detta ar ddrmed en singuldr punkt.

Vi gor nu en teckentabell med foljande intressanta punkter: —2 — /2, —2, —2 +

v2,0,1,2,2+ /2.

T —2-42 -2 —2+42 0 1 2 2442

4+ |+ + 10 - | - — |0 |+ |ejdef. |+ |0 — —
"1+ 10 - | - - 10 + |+ |+ |edef. | — | — 0 +
f 10/ 14/ N\ N0 1 | 4fe ¢ N\

Vi skissar nu grafen med hjélp av ovanstaende information (se nedan).

Fran tabellen ser vi att x = —2 ar ett lokalt maximum, x = 0 ar ett lokalt
minimum och hér antar funktionens sitt minsta virde f(0) = 0, och z = 2 &r ett
lokalt maximum och hér antar funktionens sitt storsta viarde f(2) = 4/e.

Derivatans tecken visar att funktionen &r vixande pa (—oo, —2)U(0, 1)U(1, 2)
och avtagande pa (—2,0) U (2, 00).

Andraderivatans tecken visar att funktionen &r konvex pa (—oo, —2 — \/5) U

(—2++/2,1) U (2 + v/2) och konkav pa (—2 — v/2, =2 +v/2) U (1,2 + v/2).
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4. Vi noterar forst att ¥~ "% = 1/2% och anviinder oss av omskrivningen a® =

elnab — eblna'

: : 1 : 1 : 1
lim 27 ™% = lim = lim —— = lim ——>
z—0+ —0+ xine a—0+ e(lna"®) z—0+ e(nw)

In

Lat nut = Inz. DA har vi att z — 07 = ¢t — —o0 och

. . 1 . 2
lim 7% = lim —; = lim e ¥ =0.
x—0t t——o0 et t——o0

5. For att beriikna Taylorpolynomet av ordning 4 for f(z) = sin(z?) kring x = 0
s& kan vi berdkna Taylorpolynomet av ordning 2 for g(¢) = sint och sedan sétta

int=x°

9"(0)

2 =1t.
2

Py(t) = g(0) +4'(0)t +
Vi sétter nu t = 22 vilket ger
Py(z) = 2,

som ar svaret.

6. De fyra punkterna P, = (0,1, -2), P, = (—2,3,—4), Py = (1,2,1) och P, =
(1,0,—1) ligger i samma plan om de tre vektorer, som gar fran en av dessa
punkter till tre andra punkterna, ligger i ett plan. Vi utgar fran P; och berédknar
PPy =(-2,2,-2), P,Py=(1,1,3) och PP, = (1,—1,1).

Dessa tre vektorer ligger i ett plan om vektorn PfPQ X Pl_Pg, ar vinkelrat mot
PfR;, dvs. om PP, - (PfP2 X Png) = 0. Detta ar den skaléra trippelprodukten
som vi kan berdkna med hjilp av en determinant:

1 -1 1
PP - (PLPyx PPy)=|-2 2 —2/=6+24+2-6-2-2=0,
1 1 3

vilket innebér att de fyra punkterna ligger i samma plan.

7. Planet som ges av ekvationen 2x —y+ Az = 4 har normalvektor n = (2, —1, A).
Linjen &r vinkelrdt mot planet om riktningsvektorn for linjen dr parallell med



normalvektorn for planet. For att ta reda pa riktningsvektorn for linjen skriver
vi om den pa vektorparametrisk form.

r—1 y+3  z—2

= — ¢

4 2 4
r=1+4t

<= y=-—-3-—2t
z=2+4t

Vi ser nu att riktningsvektorn ges av v = (4, —2,4). De tva vektorerna &r paral-
lella om det finns en konstant A sadan att n = Av, dvs.

2 =4\
—1 = —2\
A =4\

Vi ser att de tva forsta ekvationerna dr uppfyllda om A = 1/2, vilket insatt i
tredje ekvationen ger A = 2.

Skarningspunkten mellan planet och linjen ar en punkt pa linjen sadan att planets
ekvation &dr uppfylld. Vi tar alltsa en godtycklig punkt pa linjen (1 + 4¢, —3 —
2t,2 4 4t) och stoppar in i ekvationen for planet 2x — y + 2z = 4 och 16ser ut ¢.

20 —y+2z=4
= 2(1+4t) — (-3 —2t) +2(2+4t) =4
— 18t = -5

18
Insatt i ekvationen for linjen fis nu skiirningspunkten som (—g, —32, 2).

8. Vi ska visa att |u- v| < |u||v|. Satsen som relaterar skalarprodukt och mellan-
liggande vinkel 6 séger att

u-v = |ul|v|cosb.
Vi tar nu beloppet av bada leden och far att
- v] = [Jul|v] cos6| = Jullv]|cos 8] < Jullv]

eftersom |cos@| < 1. Vi har dérmed visat att |u - v| < |u|v].



