LOSNINGAR TILL TENTAMEN FOR MVE460
Fredag den 24 augusti, 14% — 18%

1. Se kurslitteraturen (Adams s. 121).

2. Se kurslitteraturen (Adams s. 137)

x2—4
2 -1

3. Lat f(z) =

Definitionsmingd. Vi borjar med att bestdmma definitionsméngd, och noterar
att ndmnaren dr lika med noll for x = —1 och 1, vilket medfor att Dy = R\ {£1}.

Lodrata asymptoter. Vi har misstdnka lodriata asymptoter i x = —1 och 1. Vi
undersoker gransvarden i dessa punkter:

. 2 —4
lim 5 = -0
z——1- 1% —1
. x? —4
lim 5 = 0
z——1+ x4 — 1
och
x4
lim 5 =00
z=1— x4 — 1
22 —4
lim = —00

Alltsa har vi lodréta asymptoter i © = —1 och 1.
Vagrata asymptoter. Vi har att
r?—4 r?(1 —4/2?) . 1—4/2?
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Alltsa har vi att y = 1 ar en vagrit asymptot for funktionen.

Sneda asymptoter. Inga, eftersom vi har lodréita asymptoter da x — +o0.



Lokala extrempunkter och inflektionspunkter. Vi borjar med att leta efter
kritiska punkter dar f'(z) = 0.

) 2z(z% — 1) — (2% — 4)2z 6z
="y ~“w-»

Eftersom nédmnaren &r nollskild i hela Dy har vi att f'(z) =0 <= x =0, vilket
ar den enda kritiska punkten. Vi underscker om detta &r en lokal extrempunkt

med hjalp av teckentabell.
Inflektionspunkter ar punkter dar andraderivatan &r noll samt vixlar tecken.

Vi har att
gy 6(z?—1)? —622(2® —1)2z  6(2* — 1) — 242  —6(32% +1)
PO="""@— — " @1 @y

Vi har att f’(x) =0 <= —6(322 + 1) = 0, men denna ekvation har inga reella
rotter och darfor finns inga inflektionspunkter.

Vi gor nu en teckentabell med foljande intressanta punkter: —1,0, 1.

x —1 0 1

ffl— |ejdef. | — | 0|+ |ejdef | +
"1 — | ejdef. | + + | ej def. | —
foiNc|ejdef. | N\, | 4| 7|ejdef. | 7

Vi skissar nu grafen med hjilp av ovanstaende information (se nedan).

Fran tabellen ser vi att x = 0 &r ett lokalt minimum.

Derivatans tecken visar att funktionen &r vixande pa (0,1) U (1,00) och av-
tagande pa (—oo, —1) U (—1,0).

Andraderivatans tecken visar att funktionen &r konvex pa (—1, 1) och konkav
pa (—oo, —1) och (1, 00).
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4. For att berikna Taylorpolynomet av ordning 4 for f(z) = *” kring z = 0 sé

kan vi berikna Taylorpolynomet av ordning 2 for g(t) = €' och sedan sitta in

t =22

/ 9"(0) 2 3 t? 3
g(t) :g(O)+g(O)t+Tt +0(t°) = 1+t+5+(9(t ).
Vi sitter nu t = 22 vilket ger
!
g(2®) = f(z) =1+ 2> + > + O(2%).

som ar svaret.

5. Inséttning av z = 0 i uttrycket ger “0/0” och vi méaste darfor berdkna gréns-
virdet pa annat vis. Lat g(x) = sin(2?) — sin(2z) och h(z) = e® — cos(3x). Vi har
alltsa ett gransviarde pa formen

i 9@)

20 h(z)
med
lim g(z) = lim h(z) =0
z—0

x—0

och dar g, h ar deriverbara kring x = 0. Vi kan dédrmed anvinda 1'Hopitals forsta
regel som siger att:
/
lim _g(:l:) — lim J (z)

x—0 h(;L’) x—0 h/(.T)

Vi har att ¢'(z) = cos(z?)2x — cos(2z)2 och I/ (z) = €® + sin(3x)3 vilket medfor
att
. g(x) . ¢(x) cos0-2-0—cos0-2 1-0-2-1
lim —= = lim = - = =
z=0 h(z)  2—0 W (x) e? +sin0- 3 1+0-3

6. Planet som ges av ekvationen x 4+ y + z = 0 har normalvektor n; = (1,1, 1).
Linjen som innehaller punkterna (1, —2,1) och (1,0, —1) har riktningsvektor v =
(1,0, —1) — (1,-2,1) = (0,2, —2).



Normalen n till det sokta planet ar vinkelrdat mot alla vektorer i planet, vilket
medfor att n dr vinkelrdt mot v. Eftersom det sokta planet ska vara vinkelrit
mot planet z + y + z = 1 sa maste n vara vinkelrdt ocksa mot n;. For att fa en
vektor som ar vinkelrdt mot bade v och n; tar vi kryssprodukten mellan dessa
vektorer:

z
—2|=(2+2,-2,-2)=(4,—-2,-2) =n.
1

n; Xv=

—_ O =
_ N

Ekvationen for det sokta planet ges alltsa av 4x — 2y — 22 + D = 0. Vi bestam-
mer konstanten D genom att sdtta in en av punkterna som ligger i planet, tex.
(1,0, —1), vilket ger

4.1-2-0-2-(-1)+ D=0 <= 4+24+D=0 <= D=-6

Planets ekvation ges alltsa av 4o — 2y — 2z = 6.

7. Satsen som relaterar skaldarprodukt och mellanliggande vinkel sdger att u-v =
|u| |v]cos 6. Eftersom u dr en enhetsvektor sa géller det att |u| = 1, vilket medfor
att

u-v

cosf) = ——.
v

Eftersom u bildar lika vinklar 8 med alla tre vektorer har vi

cosf = S VL = (4dug + 3ug) /5
Vi

cosf = = V2 = 2uy/2
V2

cosf = u’v’g, = (2uy + 2uy + u3)/3.
V3

Genom att siatta hogerledet (HL) i den forsta ekvationen lika HL i den andra och
HL i den andra lika med HL i den tredje far vi féljande ekvationssystem:

—5U1 +4UQ + 3U3 =0
—U1+2u2+U3 =0

eller pa matrisform

-5 4 3 0

-1 2 1 0]
Vi byter plats pa raderna och far

[—1 2 1 0]

=5 4 3 0]




Sedan multiplicerar vi forsta raden med —5 och adderar till den andra, vilket ger
-1 2 1 0
0 —6 -2 0|
Systemet dr Gverbestdmt och vi sétter darfor ug = ¢ i den andra ekvationen, vilket
ger uy = —t/3. Inséttning i den forsta ekvationen ger nu u; = t/3. Sammanfatt-

ningsvis har vi alltsa u = (¢/3, —t/3,t). For att bestamma virdet pa t anvinder
vi det faktum att u ér en enhetsvektor, dvs. |u| = 1.

3
o = VIO 19+ T =1 = |i] = .

t kan alltsa ta bade virdet —— och ——2—, vi viiljer det senare. Slutligen far vi att

ﬂ

Vi1 RVATE
_ 1
u = \/—1—1(1, —1, 3)
8. Viska visa att uxv = —vxu. Vi anvinder oss av definitionen av kryssprodukt:
Ty z
uUXvVv=|u uy us|= (U3 — UzVq, UsV] — UIV3, U Vs — UV ) =
V1 U2 Ug

= —(U3U2 — U2V3,U1V3 — U3V1, U2V1 — U102) =

Ty z
= —|V1 V2 VU3|=-—-V XU,
Uy Ug Us

vilket skulle visas.



