LOSNINGAR TILL TENTAMEN FOR MVE460
Tisdag den 24 oktober, 839 — 1230

1. Se kurslitteraturen (Adams s. 109).

2. Lat f(z) = 2z +1In(z*—2). Vi borjar med att bestimma definitionsméingd, och

noterar att In(z* —2) endast ér definierad d& argumentet 2> —2 > 0, dvs. da 2% >

2. Detta &r sant da x < —v/2 och & > /2 och vi har alltsa att Dy = (—o0, —\/§)U

(v/2,00). Vi bérjar med att underséka eventuella lokala extrempunkter.
Derivatan ges av

2z
x? =2
som ar definierad for alla € Dy och dérfor existerar inga singuléra punkter.
Kritiska punkter ges av f'(z) =0
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Men z = 1 ligger inte i Dy och ar darfor en falsk rot. Vi har alltsa en kritisk
punkt i x = —2 som ocksa ar en lokal extrempunkt. Vi bestdmmer karaktar mha
teckentabellen.
Andraderivatan ges av
2(2? = 2) — 2220 —4—22% —2(2*+2)

" _ — —
R N s
och vi ser att f”(x) < 0 for alla x € Dy och f &ar alltsa konkav for alla x € Dy.

Vi undersoker nu asymptoter till f(x).

Lodrita asymptoter. Misstinkt lodrita asymtpoter i z = —v/2 och v/2 ef-



tersom In(z) gar mot —oo da = — 0.
lim 2z +In(2® — 2) = —c0

r——/2"

lim 27+ In(z? —2) = -0
2"

Notera att vi maste anvinda enkelsidiga gransvéirden eftersom funktionen ej ar
definierad for = € [—\/5, \/5] Vi har alltsa lodriata asymptoter i x = —+/2 och

V2.

Vagriata asymptoter. Vi har att

lim 2z + In(z® — 2) = oo

T—00

eftersom bade 2z och In(z?* — 2) viixer obegrinsat. Vidare har vi

In(z? — 2
lim 27 +In(z* —2) = lim x(2+M) = —00

T——00 r——00 x

dar den andra termen gar mot noll och 2z gar mot —oo. Vi har alltsa inga vagrata
asymptoter.

Sneda asymptoter. Vi har att

2 In(z? — 2 In(z? —2
klzlim@:hm r+ In@ ):hm2—|— n(@ ):2
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och

m; = lim f(z) — 22 = lim 2z + In(2* — 2) — 2z = lim In(z? — 2) = 00

T—00 T—r00 T—r00
my = lim f(z)—2r= lim 2z +In(2* —2) — 2z = lim In(z® —2) = .
T—r—00 T—r—00 T—r—00

Alltsa inga sneda asymtpoter.

Vi gér nu en teckentabell med foljande intressanta punkter: —2, —v/2, v/2.
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Vi ser att x = —2 &r ett lokalt maximum och att funktionen &ar vixande pa
(—00, —2)U(V/2, 00) och avtagande pa (—2, —v/2). Vi skissar nu grafen med hjilp
av ovanstaende information.

3. For att approximera e %! later vi f(z) = e® och beriknar Taylorpolynomet
for f av ordning 2 kring x = 0.
f/l(o)

Po(x) = £(0) + f(0)(z = 0) + +2 (z — 0)"

Eftersom f'(x) = f"(x) = €* har vi att
2

X



Vi far darfor att
(—0.1)?

e = f(—0.1) = Py(—0.1) = 1+ (—0.1) + =1-0.1+0.01/2=0.905

Felet i uppskattningen Fs(x) = f(x) — Py(z) i punkten x = —0.1 ges av

Fa(—0.1) = f/;('s) (—0.1—0)% = —

e*(0.1)3
6

dar s € (—0.1,0). Vi ser direkt att felet ar negativt och vidare att

68(0.1)3‘ _ (0 _(01)° 107

Es(—0.1 :’—

4. Vi noterar forst att f endast ar definierad da 14+ > 0, dvs. da z > —1. Alltsa
har vi Dy = (—1, 00) ett sammanhéngande intervall. Derivatan ges av

1 1 1

fw) = Vi+ta2yl+a - 2(1+ x)

och vi ser att f/'(xz) > 0 for alla x € Dy. Det innebér att f ar strangt vixande
vilket medfor att f &r injektiv och att det existerar en invers.

For att berdkna (f~1)(In2) noterar vi att f(3) = In(v/I+3) = In(v4) =
In(2). Det medfér att f~'(In2) = 3 och vi kan anvinda formeln fér inversens
derivata

o 1 1 2(143)
VD) = s may ~ 7~ 1

Alternativt kan man explicit beréikna inversen som ges av f~!(z) = ¢** — 1 och
uitfran den beriikna (f~')'(In2).

5. Vi borjar med att skriva om ekvationssystemet som en utckad koefficientmatris:

-2 =2 10 -4
4 6 =10 O
1 1 -5 A

Vi flyttar sedan nedersta raden sa den hamnar 6verst

1 1 -5 A
-2 =2 10 -4
4 6 =10 O



och skapar nollor i forsta kolumnen genom att multiplicera forsta raden med 2
och lagga till andra raden och multiplicera forsta raden med —4 och lagga till
tredje raden:

Vi ser fran andra raden att systemet &ar konsistent om och endast om —4+2A = 0,
dvs. A =2.
Da A = 2 far vi systemet

11 -5 2
00 0 O
0 2 10 -8

11 -5 2
01 5 -4
00 0 O

Vi radreducerar uppat genom att multiplicera andra raden med —1 och lagga till
den forsta:

1 0 —-10 6
01 5 -4
00 0 0

Detta ar ekvivalent med att

T+ OCL'Q — 101’3 =6
Ol’l + X9 + 5273 = —4.

Viséatter z3 = t och far da att o = —4—>5¢ och 1 = 6+10¢. Denna 16sningsméngd
svarar mot en linje med ekvation r = (6, —4,0) + ¢(10, —5,1) for ¢t € R.

6. For att berdkna planets ekvation berdknar vi normalen genom att ta kryss-
produkten mellan tva vektorer som ligger i planet. Vi later A = (1,2,0) och
B = (4,0,1) och C' = (2,2,2). Vektorerna AB = B — A = (3,-2,1) och
AC=C—-A= (1,0,2) ligger i planet och normalen fas som

n=ABx AC = |3 —2 1|=(—4,-5,2)
1 0 2



Lat r = (x,y, z) beteckna en godtycklig punkt i planet och sitt ro = A = (1,2,0).
Ekvationen for planet kan da skrivas

n-(r—ry) =0

< n-r—n-ryg=>0

— —dr—5y+2z—(—4+2(-5)+2-0)=0
— —Adr—-dy+2z=-14

7. (uxv)-(uxv) = |uxv|?och enligt definitionen av kryssprodukt ir lingden
|lux v|=|u||v|sinf. Om nu u-v = 0 s& innebér det att vektorerna ar vinkelriita
och 0 = /2. Vi har att sinf = sinw/2 = 1, vilket medfor att

(uxv)-(uxv)=|uxv|?=(|Jul|v]sinT/2)? = |u*|v|?

8. Se kurslitteraturen (Adams s. 576)



