Begrepp, Satser, Typiska problem for kursen MVE465 Linjar algebra och analys fortsadttning 2017

Begrepp och beteckningar

Satser och viktiga egenskaper och metoder

Typiska problem

Primitivfunktion-obestamd integral A 2.10,
s, 149

Variabelsubstitution i primitivfunktion:
direkt variabelsubstitution, s. 319 u = w(x)
for integraler [ f(w(x))w'(x)dx

och inversa variabelsubstitution, s. 347

x = g(u) forintegraler [ f(g~*(x))dx.
Partiellintegration: [udv = uv — [ vdu
Partiell braksuppdelning: enkelt fall, s. 341,
allmant fall, Sats 6.2.1, s. 345

Berdkna primitiva funktioner med hjalp av:

0) tabelintegraler

i) enkel variabelsubstitution

ii) partiell integration

i) inversa variabelsubstitutioner x = sin(a) och x =
tan(a/2)

iii) partiellbraksuppdelning och tabellintegraler

Summabeteckning X,c. 289, Riemanns
summa, s. 303,

ovre och undre Riemanns summor, s. 300.
Bestamd integral och dess geometriska
mening. S. 302. Arean under en graf.

Medelvardessatsen for bestamd integral
5.4.4, s. 308, (med bevis)
Integralkalkulens huvudsats (Newton-
Leibnitz sats) 5.5.5, s. 311, (med bevis)

Skriva en undre eller 6vre summa fér en enkel (monoton)
funktion.

Berdkna en bestamd integral med hjalp av Newton-
Leibnitz’s sats.

Generaliserade integraler 6ver
obegransade intervall och generaliserade
(singuldra) integraler av obegransade
funktioner., s. 362, 363. Konvergenta och
divergenta generaliserade integraler.

Variabelsubstitution i bestamd integral.
Sats 5.6.6, s. 320 (med bevis)

Partiell integration i bestamd integral.

Sats 6.5.3, s. 366. Kriterier for konvergens
och divergens av generaliserade integraler
med hjalp av jamforelse med testintegraler.

Berdkna en bestamd integral med hjélp av
Integralkalkulens huvudsats och olika metoder for att
berdkna primitiva funktioner.

Ange om en singuldr integral ar divergent eller
konvergent och berdkna den i andra fallet.

Figurer i planet begransade av flera kurvor
och axlar: dess area med hjalp av Riemanns
sumor.

Formler for arean av figurer i planet
begrédnsade av flera kurvor och axlar.

Rita en figur i planet som &r begransad av flera kurvor
och axlar.

Berakna arean av en figur i planet begrénsad av en eller
flera kurvor eller axlar

Begreppet volum av en rotationskropp:
med hjalp av skivor och med hjalp av
cylindriska skal (bilder i A. s. 395, 396.)

Formler for volum av rotationskropp med
hjalp av skivor, s. 393 och med hjalp av
cylindriska skal, s. 396.

Berdkna volum av en rotationskropp begrdnsad av en
eller flera kurvor roterade runt en axel.

Langden av en kurva kurva given som graf
av en funktion. A 7.3, s. 404

Formeln for langden av en kurva s. 404

Berdkna langden av en kurva definierad som graf till en
funktion.

Arean av rotationsyta uppbygd med
rotation av en kurva runt en axel.
A7.3,s.408

Formler for arean av en rotationsyta: s. 409.

Berakna arean av en rotationsyta .

Ordinéra differentialekvationer — ODE
Ordningen av ODE, linjdra ODE, s. 991.
Begynnelsevardesproblem for ODE och for
system av ODE, s. 999.

Metoder for att |6sa ODE med separabla
variabler, s. 447.

Metoden for att 16sa en linjar ODE av forsta
ordningen, s. 450:

dy _
=t p(x)y = g(x)

Ange allman 16sning till en ODE av forsta ordningen som
ar linjar av forsta ordning, eller har separabla variabler.
L6s begynnelsevardesproblem for en ODE av forsta
ordningen av samma typ som ovan.

En lamplig formel for att I6sa begynnelse-
vardesproblem for linjara forsta ordningens
ODE- &r given i hoger.

y@) = exp (— f p(s)ds) [y(m

! + f:g(s) exp (J:p(t)dt) ds]

Satsen 8.1.2, 5. 992, om allméanna Iésningar
till inhomogena linjara ODE (med bevis).
Recept for allménna I6sningar till
homoghena linjara ODE av andra ordningen
med konstanta koefficienter:

ay”’+by’+cy=0, A 3.7,s.205-206.

Recept for allmén 16sning till icke homogena

Ange allman |6sning till homogen eller inhomogen linjar
ODE av andra ordningen med konstanta koefficienter.
Los ett begynnelsevardesproblem fér an ODE av en av
dessa typer.
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ODE av samma typ, s. 1017.
ay”’+by’+cy=g(x)

Metoden for partikuldra hogerled:
g(x)=P(x)exp(rx), g(x)=P(x)exp(rx)cos(kx)
g(x)=Q(x)exp(rx)sin(kx)

Komplext tal, dess reella och imaginara
delar, A-11.

Konjugat till ett komplext tal,

Absolut belopp av ett komplext tal.
Komplext tal i poléar form: absolut belopp
och argument.

Appendix I.

Berdkningsregler for komplexa tal, s. A-5
Multiplikation av komplexa tal i polar form,
s. A6
Formeln for exponentiell funktion av ett
komplext tal z = a + ib pas. A-15:

exp(x + iy) = exp(x)(cos(y) + isin(y))
Kommentar till algebrans huvudsats, s. A-18:
varje polynom P(z) av grad n har
n komplexa rotter (raknade med
multiplicitet):

P2)=c(z=A)(z—-1)..(z—21)

Man maste kunda anvanda berdkningar med komplexa
tal i olika sammanhang: berdkna komplexa rétter av
andragradspolynom, komplexa egenvarden, kunna l6sa
ekvationer for komplexa egenvektorer for matriser 2x2,
identifiera reella och imaginera delen av kvoten av tva
komplexa tal.

Begrepp och beteckningar

Satser och viktiga egenskaper och metoder

Typiska problem och nagra lampliga formler

Begrepp fran Lay 1.1, 1.2.

Linjdra ekvationssystem, koefficientmatris,
utvidgad matris, Gausselimination, s.31
trappstegsform, s.29

reducerad trappstegsform s. 29
pivotelement, s.30,

fri variabel, s.34

Metoden med Gauss elimination (row reduction
algorithm): framat fas s. 31, och bakat substitution, s.
35.

Resonemang for att bestdmma ifran utvidgad
trappstegsmatris om ett ekvationssysten ar losbart,
om det har en entydig |6sning eller odndligt manga
I6sningar dar basvariabler ar framstéllda med hjalp
av fria variabler. s. 37

GOr Gauss elimination pa en koefficient-matris,
eller pa utvidgad matris till ett linjart
ekvationssystem och far fram trappstegsmatris
eller reducerad trappstegsmatris.

Los ett ekvationssystem, homogent eller
inhomogent.

Till exempel Exempel 4, s. 34-35.

Lay 1.3,4.1

Vektorrum s. 208, vektorer i R™, s. 43,
Vektorekvation, s. 46

injarkombination av vektorer

{v1,v5 .., v,}ur R, s. 46

linjara héljet/spannet Span{vl,vz, ...,vp}

Algebraiska egenskaper av R™: berdkningsregler for
vektorer, s. 43.

Span{vl, Vy, ey vp} ar ett underrum i R™
Geometrisk mening med Span{v,} och Span{v,,v,}
for vektorer v;,v, € R3, 5. 46

Berdkna linjar kombination av en uppsattning
vektorer.

Bestdm om tre plan har en gemensamm punkt,
oandligt manga gemensamma punkter.

Kolla supplementary exercises in Kap. 1: 3, 6, 8, 17,
s. 105-106

Lay 1.4

Matris — vektor produkt Ax, s. 51
Matrisekvationen Ax = b. s. 52

Sats 1.4.3, s. 52 om ekvivalensen mellan
vektorekvation och matrisekvation

Rad-vektor multiplikationsregel for Ax, s. 54.

Sats 1.4.4, s. 53 om nagra pastaenden ekvivalenta
med lésbarheten av systemet Ax = b (med bevis)
Sats 1.4.5, s. 55 om linjaritet av matris - vektor
produkt. (med bevis)

Berdkna matris-vektor produkt.

Berakna ett uttryck med flera matris produkter
blandade med matris och vektor addition: t.ex.
(A + 2B)(3v — Cw) med matriser A, B, C och
vektorer v, w.

Lay 1.7. Linjart oberoende och linjart
beroende uppsattningar vektorer s. 73

Huvudsats om linjart beroende vektorer: Sats 1.7.7,
s. 75, 5.77 om karakterisering av linjart beroende
uppsattningar vektorer

Sats 1.7.8, s. 76. Om det 4r mera vektorer ur R™ i en
uppsattning dn antalet element n i varje vektor, sa ar
de linjart beroende.

Bestdm om en uppsattning vektorer ar linjart
beroende eller oberoende med hjélp av Gauss
elimination




Begrepp, Satser, Typiska problem for kursen MVE465 Linjar algebra och analys fortsadttning 2017

Lay 1.8, 1.9. Linjara transformationer
(avbildningar) s. 82

Standardmatrisen fér en linjar avbildning,
s. 88

Surjektiva (onto) transformationer
(avbildningar), s. 92. Injektiva (one to one)
transformationer (avbildningar), s. 92-93

Sats 1.9.10, s. 88 om standardmatris till en linjar
transformation. (med bevis).

Exempel 3, s. 89 om rotationstransformation

Sats 1.9.11, om injekltiva linjdra transformationer. s.
94

Sats 1.9.12 , om surjektiva och injekltiva linjara
transformationer. s. 94

Ange standardmatrisen till en linjar avbildning
given av en formel eller med beskrivning av dess
geometriska egenskaper.

Bestam formen av en triangel efter en linjar
transformation.

Bestam om en linjar transformation ar surjektiv
eller injektiv, och om den ar inverterbar.

Lay 2.1. Matrisaddition och multiplikation
med reella tal, s.110

Standardmatris till sammansatta linjara
transformationer. s. 112-113
Matrisprodukt, s. 113

Enhetsmatris, s.115

Transponat av en matris, s.117

Sats 2.1.1, s.111. Egenskaper hos matris-addition och
multiplikation med reella tal.

Sats 2.1.2, s.115. Egenskaper hos
matrismultiplikation. Del a) — associativa lagen for
matrismultiplikation:

A(BC) = (AB)C ({med bevis)

Sats 2.1.3, s. 117 egenskaper hos transponat matris

Forenkla ett uttryck med matris-multiplikation och
addition: bade for matriser och for allmanna
matris uttryck.

Formeln for ett godtyckligt element C;,. i
matrisprodukten C = AB, for matriser A (mXp),
B (pxn), C (mxn):

Cir = Z£=1Aik By, 5.114

Lay 2.2. Inversen till en kvadratisk
matris AA™* =1,och A" 'A =1,s.121
Standard bas {el, e,, ...,ep} iR™, s.166

Sats 2.2.6 a), b), c), s. 123 om rédknelegler for inversa
matriser.

del b): (AB)™* = B™*A™! — (med bevis)

Sats 2.2.7, s. 325. Matris A &r inverterbar om och
endast om A ar radekvivalent med enhetsmatris.
(med bevis)

Sats 2.3.8, s. 130 om flera pastdenden ekvivalenta
med att matrisen A ar inverterbar.

Sats 2.3.9, s. 132 om inverterbara linjara
transformationer.

Bestdam om en matris &r inverterbar.
Berdkna inversen till en matris med Gauss
elimination.

Sats 2.2.4, 5.121 med explicit formel

for inversen av matris av storlek 2X2 :
-1

[(cl Z] _adibc[—dc _ab]

Bestam om en linjar transformation &r inverterbar.

Lay 2.8, 4.1.

Underrum i ett linjart rum s. 211,
Underrum i R™, s.164.
Kolonnrum, s.165, nollrum s. 166.
Bas for ett underrums. 166.

rank av en matris

Sats 2.8.13 om bas for kolonnrummet for en matris
och dess pivotkolonner. s. 168

Bestdam bas av kolonnrumet fér en matris

Bestdam bas av nollrummet fér en matris

Bestam bas for spannet Span{vl, Vy, e, vp} aven
uppsattning vektorer{vl, Vy, ees vp}.

L. 2.9. Koordinater med avseende pa en
bas.s. 172

Dimension av ett underrum, s. 173
Rank av en matris, s. 173

Rank sats_2.9.14, s. 174
Sats 2.9.15, s. 174 om p linjart oberoende vektorer i
ett underrum av dimension p.

Bestam rank av en matris.
Bestam dimension av nollrummet av en matris i
fall man kan rank av matrisen.

Determinant, s. 183
Kofaktor expansion, s. 184

Linearitetsegenskap for determinanter, s. 191
Egenskaper hos determinanter. Sats 3.2.3, 5.187
om radoperationer pa determinanter.
Determinat av transponat: detA” = det4 ;
Determinant av produkt av tva matriser

det(AB) = detA detB
Sats 3.2.4 Matris A &r inverterbar om och endast om
det(A) ar icke noll.

Berdkna en determinant med hjalp av
radoperationer eller med explicita formeln for
mindre storlekar 2Xx2 och 3x3.

Berakna volum av en parallelepiped byggd pa tre
vektorer, eller arean av en parallelogram eller
triangel byggd pa tva vektorer med hjalp av en
determinant.

Beteckningen: 4;(b) = [ay, ..., b, ...
s. 195

) Ay,

Cramers regel: Sats 3.3.7, s. 195 for I6sningen av ett
system med inverterbar nXn matris: Ax = b pa
formen:

detAy(d) .
x;=———— dar A;(b) = [ay, .., b, ..., an]

Los ett ekvationssystem Ax = b med inverterbar
matris A med hjélp av Cramers regel, eller bestam
ett komponent i [6sning med den.

Exercise 3.3 - nummer 1,3, 5 i Lay
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Egenvektorer, egenvarden, s. 285
Karakteristisk ekvation, s. 294

Egenvektorer i en trianguldr matris ar elementen som
star pa diagonalen av matrisen, s. 287

Egenvektorer som svarar mot distinkta egenvarden
ar linjart oberoende. Sats 5.1.2,s. 288.

Bestam egenvarden fér en matris av storlek 2x2
eller 3x3.

Bestdam egenvektorer for en matris av storlek 2x2
eller 3x3.

Diagonalisering av en matris, s. 300

Sats 5.3.5, s. 300: En nXxXn matris A ar
diagonaliserbar om och endast om den har n linjart
oberoende egenvektorer.

Sats 5.3.6, s. 302: En nXn matris A med n olika
egenvarden ar diagonaliserbar.

Bestdam om en matris av storlek 2x2 eller 3x3

ar diagonaliserbar (bara i fall man kan latt berdkna
egenvarden eller egenvérden ar givna).

For en given matris A hitta en inverterbar matris P
och en diagonal matris D s&: P~'AP = D.

Riktningsfalt, fasportrett till ett system ODE
av forsta ordningen i planet. ( kolla
beskrivning av Laboration 6 och Exempel
1,2,3, i kap. 5.7 pa sidor 330, 332, 334
Variabelbyte i linjara system ODE av forsta
ordningen (Decoupling a dynamical system
i kursboken s. 333)

Exempel 1,2,3 i kapitel 5.7 pa sidor 330, 332, 334.
om linjdra system ODE med konstanta koefficienter i
planet.

Metoden med variabelbyte i linjara system ODE av
forsta ordningen i fall med distinkta egenvarden, s.
333.

Bestdm allman 16sning till ett homogent system
linjara ODE av forsta ordningen med konstanta
koefficienter, alternativt 16s ett begynnelsevardes-
problem for ett sadant system. Ex. 1, 2 i sec. 5.7
Bestam vilken typ har origo for ett system linjara
ODE i planet: attractor, repeller, sadelpunkt,
spiralpunkt som i Exercises 5.7, 3— 5 (reella
egenvarden) och 9-13 (komplexa egenvarden) , s.
336

Skalar produkt (inre produkt), s. 348
Langden av en vektor, s. 348.

Ortogonala vektorer, s. 352.

Ortogonala komplementet W+ till ett
underrum W, i R™, s.352.

Ortogonal uppsattning (mangd) vektorer, s.
356

Ortogonal bas, s. 352

Ortogonal projektion pa en vektor u, s. 358
Ortogonal projektion projy,,v av en vektor
v pa ett underrum W, s. 366

Ortonormal bas, s. 360, Ex. 3, s. 374

Fredholm satsen- Satsen 6.1.3, s. 353 om
kolonrummet och nollrummet av en matris A och
dess transponat AT:

(Col A)* = Nul AT och (RowA)* = Nul A

Mest anvandbart kriterium for [6sbarhet av linjara
system Ax=b foljer harifran. Namligen :

Ax=b har en |6sning om och endast om b ar vikelrat
mot Nul(AT).

Sats 6.2.4, s. 356. Om att en ortogonal uppsattning
vektorer bildar en bas fér dess spann.

Satsen 6.3.8, s. 666 om ortogonal dekomposition av
R™ i ett underrum Woch dess ortogonala
komplementet W+.

Formeln (2), s. 366. i den satsen for projektion
projy v av en vektor v pa ett underrum W.

Satsen 6.3.9, s. 368 om att projektionen ar basta
approximationen i ett underrum W fér en godtycklig
vektor ur R™ .

Formeln for projektion med ortonormal bas: Satsen
6.3.9s. 369.

Berdkna projektion av en vektor pa spannet av en
ortogonal upsattning vektorer.

Berdkna projektion av en vektor pa ett underrum
som dr spannet av flera givna vektorer.

Ange ortogonala komplementet till ett underrum
som &r spannet av givna vektorer.

Berdkna avstandet mellan en punkt och ett
underrum som &r spannet av givna vektorer.

Anvand satsen 6.1.3 (Fredholms sats) for att
bestamma om ett linjart system Ax = b ar |6sbart.

Exercises 11, 13 i sektion 1.3, sid 48, och Exercise
15i sektion 1.4, sid. 57, kan I6sas med hjalp av

Fredholms sats. Practice problem 3 i sektion 1.5, s.
59 ar ocksa ett bra exempel.

Gram — Schmidt metoden for att bygga en ortogonal
bas: Example 2, s. 372, Satsen 6.4.11, s. 373.

Bestdam en ortogonal bas fran en given bas och
med hjalp av Gram Schmidt metoden.

Minstakvadratldsning, s. 378.

Satsen 6.5.13, s. 379 om minstakvadratlésning.

Bestdm minstakvadratldsning till ett system Ax=b
Anpassa en linje till en liten mangd experimentalla
data med minstakvadrtmetoden.

Sect. Sect. 6.6, Exercises 1-3, 9

Symmetriska matriser: A = AT

ortogonala matriser: PT = p~!

Spektral dekomposition for en symmetrisk
matris, s. 416.

Projektionsmatris U = uw;u;", s. 418

Egenvectorer till distinkta eigenvarden for en
symmetrisk matris ar ortogonala. Sats7.1.1, s. 413.
Matris A ar ortogonalt diagonaliserbar om och
endast om den ar symmetrisk, Sats 7.1.2, s. 413.
Spectral sats. Sats 7.1.3, s. 415.

Symmetriska nXn matriser A har foljande

Ortogonalt diagonalisera en (liten) symmetrisk
matris. 7.1, Exercises 13-19, 23.

Ange spektral dekomposition av en (liten)
symmetrisk matris. 7.1, Exercises 33,34.
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egenskaper:

a. A har n reella egenvarden om man raknar

multiplicitet.

b. Dimension av ett egenrum ar lika med

multiplicitetet av motsvarande egenvarde.

c. Egenrum ar ortogonala mot varandra.

d. A ar ortogonalt diagonaliserbar.

Formeln (2) s. 416 for spektral dekomposition av en

symmetrisk matris med ortonormala egenvektorer:
A=Luwu "+ Luu,” + - A uu,”

Satser som kommer pa tentan med bevis.

Adams:

Lay:

Sats 5.6.6, s. 320. Variabelsubstitution i bestamd integral: direkt variabelsubstitution u=w(x) for integraler ff(w(x))w’(x)dx.

Sats 5.4.4, s. 308: Medelvardessatsen for bestamd integral.

Sats 5.5.5, s. 311: Integralkalkulens huvudsats (Newton-Leibnitz satsen).

Satsen om strukturen av allmanna I6sningar till inhomogena linjara ODE.

Den pastar att allman 16sning till en inhomogen linjar ODE kan representeras som summa av allméan 16sning till homogena varianten av
den ODE och en godtycklig partikular 16sning till inhomogena ODE.

(fullstandig formulering och bevis var givet pa forelasning och lanken till dem finns pa hemsidan),

Satsen 8.1.2, s. 992 i Adams innehaller en reducerad formulering av den satsen, som bara sager att summan av en I6sning till homogena
ekvationen och en partikular 16sning till inhomogena ekvationen blir 16sning till inhomogena ekvationen.

Sats 1.4.4, s. 53: Nagra ekvivalenta pastaenden om linjara ekvationssystem Ax = b.

Sats 1.4.5, s. 55: Om linjaritet av matrisaddition och multiplikation med skaldrer: A(u + v) = Au + Av, A(cu) = cAu.
Sats 1.5.6, s. 63: Beskrivning av I6sningarna till inhomogena linjara system.

Sats 1.9.10, s. 88: Om standardmatris for linjara avbildningar.

Sats 2.1.2 a), s. 115. Associativa lagen for matrisprodukt: A(BC) = (AB)C.

Sats 2.2.6 b), s. 123. Om inversen till produkten AB av tva inverterbara matriser A och B:
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(AB)"t' =B~147L
e Sats 2.2.7,s.125. Matrisen A, nXn ar inverterbar om och endast om den ar radekvivalent med enhetsmatrisen (identitetsmatrisen) av
samma storlek.
e Sats 5.3.5,s.300. Om ett nddvandigt och tillrackligt villkor for att en matris ar diagonaliserbar.
e Sats 6.2.4,s.356. Om att en ortogonal uppsattning vektorer bildar en bas for dess spann.



