Kriterier for inverterbara matriser

Sats 2.2.5. sid.122

Tva foljande pastdenden dr ekvivalenta:

1) En n x n matris A dr inverterbar (har invers A™1)

2) Ekvationen Az = y har en entydig 16sning f6r varje vektor y € R™.

Bevis.

Vi visar forst att 1) medfor 2).

Betrakta vektorn = A~'y. Multiplicera den likheten fran vinster med matris A.

Vi far att Az = A (A™'y) .Tillimpa associativa lagen for mastrisprodukt: (AB)C = A (BC) till sista
ekvationen: Az = (AA_l) y och anvind att AA=! = I och att IC = C for vilken som helst matris C
inklusive kolonnvektorn y. Detta medfor att Az = (I)y = y och att = A~y ir en 16sning till ekvationen
Ax =y.

Metoden med Gauss elimination medfér att man far en 16sning till ekvationen Az = y for varje y € R”
om och endast om trappstegsmatrisen fér matrisen A har ett pivotelement i varje rad som hér:

M o+ x x *x x *x *x x
0O M x *x *x * * % %
0O 0 0 0O M x *x x =«
0O 0 OO O O M x =x
0O 0 OO0 O 0 M x

Men i fall med en kvadratisk matris A &r antalet rader och kolonner samma, och ér lika med n. Det betyder
att alla n pivot positioner maste ligga pa diagonalen och alla kolonner i A ér pivotkolonner:

B o+ x *x %
0O M x x %
0 0 WM x =x
0O 0 O *
0O 0 0 0 m

Detta ér ekvivalent med att det inte finns nagra fria variabler och att ekvationen Az = y har entydiga
losningar for godtyckliga y € R™. Vi ér klara med implikation fran 1) till 2).

Nu tar vi andra delen av beviset: visar att 2) medfor 1). Vi skall forsoka 19sa matrisekvationen som
A~! = B maste uppfylla: AB = I. Den matrisekvationen &r ekvivalent med n stycken vanliga linjéira system
for kolonnerna i B: {by,ba, ..., b, }

Abl = €1, Ab2 262,...,Abn = €n

dar {e1,es,...,en} #r kolonnerna i enhetsmatrisen /. Om ekvationen Az = y har en entydig losning for
varje y € R™ sa har varje av dessa ekvationer en entydig 16sning. Matrisen B byggd av kolonnvektorer
B = [by, by, ..., b,] pa det viset uppfyller villkoret AB = I i definitionen for inversa matrisen: AA~! = I. S&
B #r inversen: B = A~'. Andra villkoret A=A = I i kursboken foljer fran att AA=t =1. B

Vi lagger mirke till att villkoret 2) &r enligt Gauss’ elimination, ekvivalent med att trappstegsmatrisen
till matrisen A maste ha n pivotelement pa diagonalen, och inga fria variabler, som péa bilden ovan.



Sats 2.2.7 sid.125

En n x n matris A &r inverterbar (har inversa matris A~!) om och endast om (<= ... = ) den &r
radekvivalent med enhetsmatris av samma storlek. Samma Gauss radoperationer som reducerar A i I |
transformerar ocksa I i A~1.

Bevis.

Betrakta forst beviset i direkt riktning = :

Det att matrisen A #r inverterbar medfor enligt sats 2.2.5 att linjdra systemet Ax = y har en entydig
l6sning for varje y € R™. Detta #r enligt Gauss elimination, ekvivalent med att trappstegsmatrisen till A
maste ha n pivotelementn pa diagonalen av matrisen, och att inga fria variabler finns. Kolla bilden ovan.

Observera sedan att om man genomfor Gauss elimination vidare pa den trappstegsmatrisen med n
pivatelement pa diagonalen, s& far man en reducerad trappstegsmatris till A som #r enhetsmatrisen I:

10 0 0 0
01 0 00O
I=]10 01 00
00010
0 0 0 01

Sa en inverterbar matris A maste vara radekvivalent med enhetsmatris av samma storlek.

Beviset i motsatta riktningen <= :

Det att A #r radekvivalent med enhetsmatris medfor att Gauss elimination pa utvidgade matrisen [A|y]
loser matrisekvationen Az = y for godtycklig vektor y € R™. Med att vilja n olika vektorer y som kolonner
{e1,ea, ..., e, } ur enhetsmatrisen I, far vi n linjira ekvationssytem

Abl = €1, Ab2 = €9, ...,Abn = €n

Enligt definitionen p& matrisprodukt &r dessa n ekvationer for kolonnerna {by,bs,...,b,} ekvivalenta med
matrisekvationen

AB=1

som skulle giilla for for inversa matrisen B = A~1. Detbetyder att matrisen B med kolonnerna {by, b, ..., b, }
ar inversa matris A~! till A och vi har bevisat satsen i motsatta riktningen.

Resonemanget i slutet visar ocksd att om vi genomfsr Gauss elimination pa utvidgade matrisen [A|I]
s far vi efter andra steget i Gauss elimination en matris [I|A~"] med enhetsmatris i véinster och inversa
matrisen A~! i hoger. Samma Gauss radoperationer som reducerar A i I , transformerar 7 i A~'.H



