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Losningsforslag till tenta i MVE465 Linjir algebra och analys fortsdttning.
K/Bt/Kf

Tips: Borja losa uppgifter fran den som verkar vara léttats, ta sedan den som kénns vara
ndst ldttast o.s.v.

1. Integraler och primitiva funktoner.

a) Berikna /ZCS exp(—z?)dz. (3p)
! x

b) Beriik d 3

) emna/o @+ D)=+ (3p)
Losning.

3 2 1 2 2 2 1 1

1. a) [ z°exp(—z°)dz = 5@ exp(—z°)d (a: ) =3 yexp(—y)dy = ) yd (exp(—y))

1 1 1 1 1 1
—5yexp(—y)+; /exp(—y)dy = Sy exp(—y)—5 exp(—y) = =52 exp(—z*)—5 exp(—2”)
1. b) Partiellbraksuppdelning ger:

z 1@+l 1 Lo 11 1

2+ D) (z+1) 2224+1 2(x+1) 22241 22241 2(z+1)
Primitivfunktion:

/(x2+1§:<l’+1)d$:/(x2;+1 (%»"H%) —ﬁ)d:ﬂ:

1 1 1
§arctanx — §1n(x +1)+ Zln (2 +1)
Integralkalkulenshuvudsats medfor:

1
z i 1 (1 1 1 _
/0 @2+ 1) (z + l)dx _fo <z2_+1 (§m + 5) - 2(a:+1)) dr =

' 1
=—_7——1In2
o 8 4

1 1 1
(5 arctan x — §ln (x+1)+ Zln (z* + 1))

2. Tillampningar av integraler.

a) Berikna arean av rotationsyta byggd med rotation av kurvan y = 23 for 0 < z < 1

runt z-axeln. (3p)
b) Beréikna volumen av rotationskroppen som &r byggd med att rotatera runt z - axeln
begrinsade figuren mellan parabeln y = 2% + 1 och linjen y = 3z — 1. (3p)
Losning.

2. a) Allmén formel for arean &r:

S =27 /xmax y(x)\/1+ (v (z))dz

Zmin

1



For givna figuren vi far

1 1
S = 27T/ m3\/1+(3x2)2dx:27r/ V1 + 9ztdx

= 27r/ \/1+9x4d ——7T/ v1+ 9sds

/\/1~|—9$ds = /\/1+98d (9s) /\/1~|—9$d + 9s)
= 5 [ VA= 20 = 29 = (1499

S= %WE [ +99%7| =

T
T 110v/10 — 1]
27 0 7 [

2. b) Skiss av figuren:

057

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
-1 075-05 -025|{0 02505 0751 12515 1752 225
05T M

-1

Skérningspunkter mellan parabeln och linjen kan bestimmas som lésningar till ekvation-
ssystemet y = 22 + 1 och y = 3z — 1.

Detta medfor att 22 +1 = 3x — 1, och losningar till den ekvationen #r x; = 1 och z = 2.
Se pa bilden att begriinsade figuren mellan raka linjen och parabeln svarar mot 1 < x < 2.
Volumen kan framstillas med hjilp av formeln med skivor:

V = ﬂ/:fnax [7“1(1‘)]2 - [TQ({L‘)]QdCC = 7T/12 [(Bx - 1)2 — (x2 + 1)2} dz
= 7r/2 [(9x2—6x+1) — (2m2+x4+1)]dx

7 1
= ﬂ/(7x2—6x—m4)dm:7r <§ZL‘3—35E2—55L’5)

27
= —T
.15

3. Differentialekvationer.



a) Los begynnelsevirdesproblem: 3 = —exp(y)

;y(1) =0. (2p)
b) Ange allmén 16sning till ekvationen y” + y = sin(z). (3p)
Losning.

a) Ekvationen har separabla variabler och 18ses med att integrera uttrycket exp(—y)dy =
dz dx
— & [ exp(=ydy = [ —.

—exp((—y) = Inz + C. Begynnelsevillkor x = 1, y = 0 insatta i den ekvationen ger:
—1=0+Coch C=-1.

Detta ger exp(—y) = 1 — In(x) och svaret: y = —In(1 — In(x))

b) y" + y = sin(x).

Karakteristisk ekvation dr A\* + 1 = 0, rotter r A\; =4, Ay = —i.

Detta medfor att allméin 16sning till homogena differentialekvationen y” 4+ y = 0 ér
yn(z) = Crcosx + Cysinx.

Rotter till karakteristiska ekvationen &r =+:.

Detta medfor att en partikulér 16sning till inhomogena ekvationen kan hittas pa formen
yp(z) = x (Acos(x) + Bsin(z)) .
Vi hittar koefficienterna A och B med att sitta den formeln in i ekvationen.
Yp(z) = x (Acos(z) + Bsin(z))
d
y,(r) = e (x (Acos(x) 4+ Bsin(x))) = Acosx + Bsinz + Brcosz — Axsinx
x

2
Yy, (x) = ) (x (Acos(x) + Bsin(z))) = 2B cosx — 2Asinz — Az cosx — Brsinx
x
Resultatet av inséttningen ér ekvationen: —2Asinx + 2B cosz = sin x.
1
Detta medfor att A = —1/2 och B =0 och y,(z) = —3% cos(x).

Svar: Losningen dr y = Cj cosz + Cysinz — x cos(z)

Matriser och linjira system. Kolonnrum, nollrum.

5 8 3 11
Betrakta matrisen A = L3 2 och vektor b = >

3 2 -1 1

11 0 -1
a) Bestdm om b hor till kolonnrummet Col(A) till A. (2p)
b) Bestém dimensionen av kolonnrummet C'ol(A) och dimensionen av nollrummet Null(A)
till A. (2p)
c) Betrakta transponat A7 av A och ange en bas till dess nollrum Null(AT). (3p)
Losning.

a) Dimension av kolonnrummet till en matris kallas for matrisens rank och &r lika med
antalet pivot element i matrisen. Dimensionen av nollrummet #r lika med antalet fria



variabler i homogena systemet Ax = 0 och &r lika med n —rank dir n dr antalet kolonner.
Sa det ricker att bestdimma bara rank.

58 3 5 8 3

A= L3 2 Gaussian elimination ger trappstegsmatrisen: 011 Man ser
3 2 -1}’ 10 0 0|
11 0 0 0O

r lika med tva och

Q

att sista kolonnen ér linjéirt beroende av tva forsta. Matrisens rank
nollrummet har dimension 1.

b) Systemet Az = b testar om vektorn b kan framstillas som linjér kombination av
kolonner i A (och hor da till Col(A)).

Gausselimination pa utvidgade matrisen for systemet Ax = b ger:

5 8 3 11 5 8 3 11

1 3 2 5 Gauss 01 1 2 . . .
[Alb] = 5 9 1 1 |8 00 0 _o |»som visar att tredje ekvationen

11 0 -1 000 O
i transformerade systemet: 0 = —2 har ingen losning. Det betyder att systemet ér inte
losbart och b inte hor till kolonnrummet C'ol(A) av A.

58 3 P
c) A= AT =18 3 2 1

502 -l 32 -10

11 0

Null(AT) bestar av alla losningar till homogena ekvationen A”x = 0. Trappstegsformen
till AT fas med hjilp av Gauss elimination:

51 3 1] 51 3 1
83 2 1| A"|lo0o 7 —-14 -3
32 -10 00 0 0

Vi observerar fran trappstegsformen att det finns tva fria variabler i homogena systemet
ATz = 0: x3 och 4. Bas till nullspace Null(A”): kan fas med att viilja en av fria variabler
lika med noll och annan lika med en konstant skild fran noll och sedan tvirtom. Dessa

-1 —2
. . . 2 3
losningar ger basvektorter till Null(A") : v; = L= g
0 7

. Linjara transformationer.

Ange standard matris till linjéir transformation fran R? till R? som utgor forst rotation
moturs runt origo i vinkel 7/4 och sedan vektorprojektion pa z - axeln. (4p)
Losning.

Standardmatris till transformation 7" har kolonner som &r bilder av basvektorer e; och
€s.

. o cos(m/4) 1 [ v2/2
Rotation av e; i vinkeln 7/4 (45 grader) ger vektorn [ sin(r /4) } [ V2/2

V2/2 ﬁ/ﬂ
0

Projektion av [ \/g /2 } pa z - axeln ger vektron [

4



_ [ -v2/

cos(37/4) ]___[ 2 ]

Rotation av e, i vinkeln 7/4 (45 grader) ger vektorn [ sin(37/4)

—V2/2 —¢22}
0

Projektion av [ V3/2 } pa z - axeln ger vektron {

V22 22 1
0 0

Standardmatrisen &r [

. Egenvektorer, egenvirden, diagonalisering. System linjara ODE.

a) Formulera ett tillréickligt och nodvindigt kriterium for diagonaliserbara matriser. Bestdm

1 2 -2
om matrisesn A= | 1 0 3 ar diagonaliserbar och i sa fall ange motsvarande diago-
13 0
nalmatris. (4p)
b) Betrakta systemet ODE: x' = Bx med B = [ 411 § 1 Ange allmén 16sning.
Bestém 16sningen som uppfyller begynnelsevillkoret x(0) = [ é } . (4p)
Losning.

a) Matris A med storlek n x n #r diagonaliserbar om och endast om den har n linjért
oberoende egenvektorer (Sats 5.3.5, s. 300 i Lay).

Givna matrisen A har karakteristiskt polynom: A* — X\* — 9\ 4+ 9. Det ir litt att gissa
dess rotter som dr A\; = 1, Ay = 3, \3 = —3. Matrisen A har tre olika egenvirdem, som
maste da ha linjért oberoende egenvektorer. Detta medfor att matrisen A har tre linjért
oberoende egenvektorer och #r diagonaliserbar. Den &r simildr med en diagional matris

1 0 O
Dsaatt D= P 'AP, tillexempel D= | 0 3 0
00 -3

Transformationsmatrisen P har kolonner som é&r linjédrt oberoende egenvektorer. Posi-
tion av diagonala element i D beror pa ordningen i vilken man placerar egenvektorer i
transformationsmatrisen P

b) Matrisen B = [ le ?) ] , har karakteristiskt polynom p(\) = \* —4X —5 och egenviirden

A1 = —1, Ay = 5. Den har tva linjért oberoende egenvektorer v; = { _1 } och vy =
1 o o : 2 2

{ 9 ] , som #r losningar till system (A — M\ I)v = [ 44 } v =0och (A—XI)v =

—4 2
l 4 _9 } v =0.
Allmén 16sning till systemet av differentialekvationer x' = Bx ir x(t) = Cre v +Chedlv,.

Begynnelsevillkoret &r x(0) = Cyvy + Covy = [ é } . Den vektorekvation dr ekvivalent

med ekvationssystemet for C7 och Cy: [ _11 ; } { gl } = [ é }
2



Det har entydig losning C; = 1, Cy = 2.
x(t) = e7tvy + 2e%vy.

Losningen till begynnelsevillkroproblemet &r

. Skaldr produkt, projektion, Gram - Schmidt metoden.

Bestdm en ortogonal bas till spannet av foljande vektorer:

1 1 0
1 0 2
Vl = 1 bl V2 - O 9 V3 - 1 (4p)
1 1 —1
Losning.
Vi anviinder Gram Schmid metoden: p; = vy, ps = va — p1 (p1-Vv2)/ ||p1||27 p3 =
v3—p1 (P1 - V3)/||P1|| — P2 (pP2-V3) /||P2|| Sedan normeras vektorer p;: q; = p;/ ||Pz‘||-
(1 1 1 1 1 1 1/2 7
o |1 1 0 o |12\ _|-12
P27 1 1 1 0 HP1H 0 1| \4) | —-1/2
1 1 1 1 1 1 1/2
0 (1 (1 0 1/2 1/2 0 -
U A N 1 2 1 ~1/2 ~1/2 2 1
S R I T N O R SN B/ B I BtV I R N Y
1] 1] \|1 -1 1/2 | 1/2 ~1 |
0 1] [ 1 0 1/2 [ 1 1/2
2 N I N IR Y I O GV - B I V- I A O O O V-
1 12 4| -1]"1 |1 1/2 —1 | T | —1/2
~1 1 1 ~1 12| |1 ~1/2

Vektorer p, och p3 dr redan normerade. Vi normerar vektorn p; och far sokta ortonormala
basen:

1/2 1/2 1/2
1/2 ~1/2 1/2
q: = 1/2 y Q2 = _1/2 9 q3 = _1/2
1/2 1/2 ~1/2

. Minstakvadratmetoden.

Anpassa foljande experimentella data for x och y:

xz: 0 1 2 4
y: —1 1 3 3

med en rét linje: y = b+ ax med hjilp av minstakvadratmetoden.

Vi vill att parametrar a och b skulle uppfylla foljande ekvationssystem:

b+a-0=-1 10
b+a-1=1 . . - . . 111 b |
hig.2—3 SOMAEr ekvivalent med foljande system pa matris form: 1 9 [ a } =
b+a-4=3 1 4



1
3
3
10 -1
. 11 N 1 N b
med matris A = L2 | hogerledet g = 3 och okiinda vektorn x = [ a }
1 4 3

Systemet dr tydligen olosbart (innehaller for manga ekvationer) och vi ssker en minstak-
vadratlosning T istéllet. Vi betraktar normalekvationen

AT Az = ATg

som ger minstakvadratlosningen Z. Den &r projektionen av g pa Col(A). Vi beréiknar
termer i den ekvationen:

1111
T=
A {0 1 2 4}
10
1111 11 4 7
T _ J—
AA{O 4} 12 {721}
1 4
-1
1111 1 6
T _ —
Ab‘[o124] 3 _{19}
3
. ‘ ‘ o~ T 4 7 6
Utvidgade matrisen som svarar mot normnalekvationen (A7 A) Z = A”g &r: 7 921 19

Man kan anvinda Cramers regel for att fa fram losning till ekvatiossystemet med tva
okdnda variabler.

4 7 6 7 4 6
T ) _7. _
det A A—det{7 21}—35, det{19 21]— 7 det{7 19] 34

- b 7 1 34
€rT1T = = —n——= —— = = —.
L 35 5 27" 35

Man kan ocksa tillimpa Gauss elimination till utvidgade matrisen med samma resultat:

Y
{4 7 6}6‘%35{4 7 6]0%53[1 0 %5};b:_%;a_g

7 21 19 0 35 34 0 1 - 35
som medfér approximationen y = —% + %x.l
9. Sats.
Bevisa att matris A &dr inverterbar om och endast om A &ar radekvivalent med en enhets-
matris. (6p)

Kolla beviset till Sats 2.2.7, s. 325 i Lay.



Maxpoédng pa tentan &r 50.
Betyggriinser for poiéing pa tentamen, inklusive eventuella bonuspoéng ér: 3: 20; 4: 30; 5:
40



