Sats 1.4.4 i Lay, s. 53, bevis s. 56

Lat A vara en m x n matris. Foljande pastaenden ér ekvivalenta.
(a). For varje b € R™, ekvationen Ax = b har en 16sning.

(b). Varje b € R™ d&r linjér kombination av kolonner i A.

(c). Colonner i A spanner R™, eller Span {a; ag,...,a,} = R™.
(d). A har en pivot position i varje rad.

Bevis

Pastaenden (a), (b), (c) #r ekvivalenta enligt definition av matris vektor
produkt, linjar kombination och spannet av vektorer.

Lat U vara trappstegsmatris som fas fran A med hjilp av Gauss elimina-
tion. Trappstegsmatrisen som svarar mot utvidgade matrisen [A, b] har formen
[U,d] med nagon kolonn d som &r resultat av Gauss elimination tillimpad pa
hogerledet b i ursprungliga matrisen [A, b]:

[A,b] ~ Gauss ~ [U,d]

I fall d& (d) géller och A har en pivot position i varje rad, kan [U, d] se ut som
foljande matris:

B o« x x x *x % x*  x dp
0O M x x * x % x % dy
0O 0 0 0O W x =« *  *x  ds
0 0 000 0 m x % dy
0O 0o 0o 0o OO0 0 .. B x d,

Detta medfor att systemet har nagra 1osningar for varje hogerled och (a) géller.

Om (d) &r fel, s& innehéller Atminstone sista raden i U bara nollor. Det &r
eftersom man flyttar alla nollrader nerat vid Gauss elimination. Vi viljer ett
hogerled d i transformerade systemet Ux = d med utvidgade trappstegsma-
trisen [U,d] som har 11 d i sista raden:

B o« % % x % % * ok dq
0O M x x x x % * % do
0 0 0 0 0O WM « * % dg
0 0 0 00 0 m * % dy
0o 0o 0o 0 00 0 .. 0 0 1

I det fallet far vi ett system Ux = d dir sista ekvationen som svarar sista radet
i [U,d] &r olosbart: 0 = 1.

Ursprungliga systemet Ax = b &r naturligtvist ockséa olosbart i det fallet
eftersom de #r ekvivalenta. Detta visar att (a) och (d) &r ekvivalenta: de giller
bara samtidigt.



