Fullstdndig formulering och bevis for satsen
om strukturen av allmén 16sning till icke homogena
linjira ODE ( Sats 18.1.2 i Adams)

Sats. Betrakta en icke homogen (inhomogen) linjér differentialekvation

an(2)y™ (@) + an_1(x)y™ V(@) + ... + a1 (2)y () + ao(2)y(x) = f(z) (1)

med godtyckligt kontinuerligt hégerled och motsvarande homogen differentialek-
vation med samma koefficienter

an(@)y™ (@) + a1 @)y D (@) + o+ a1 (2)y (@) + ao(@)y(a) = 0. (2)

Lat yp(z) vara en allméin losning till homogena differentialekvationen (2)
(ett uttryck som innehéller ALLA losningar till homogena ekvationen).

Lat y,(x) vara en godtycklig fixerad partikulér losning till icke homogena
(inhomogena) differentialekvationen (1).

D& &r summan

y(z) = yn(x) + yp(z) (3)

en allmim l6sning till inhomogena differentialekvationen (1) (ett uttryck som
innehéller ALLA losningar till inhomogena differentialekvationen).

Commentar till bevis.

Beviset bestar av tva steg.

Vi visar forst att summan av en godtycklig 16sning wup(z) till homogena
ckvationen (2) och en godtycklig fixerad partikulér 16sning y,(x) till inhomogena
ekvationen (1) ger en losning till inhomogena differentialekvationen. Det steget
betraktas i Adams i Sats 18.1.2.

Det foljer INTE hérifran att ALLA 16sningar till inhomogena ekvationen kan
framstéllas pa det viset.

Sedan visar vi att ALLA l6sningar y(z) till inhomogena ekvationen (1) kan
framstillas pa det viset: som summan av en godtycklig fixerad partikulér 16sning
yp(x) till inhomogena ekvationen (1) och nagon 18sning wy,(x) till homogena
ekvationen(2). Det steget i satsen anviindes i Adams i senare kapitlar, men
dr missat i formuleringen av Sats 18.1.2. Dessa tva steg tillsammans visar att
formeln (3) ger en allmén 16snign till ekvationen (1).

Lagg mérke till att 1osningar up(z) och wy(x) till homogena ekvationen (2)
som uppstar i dessa pastéenden, bada ingar i allmiinna 16sningen y,(z) som
speciella fall av mojliga losningar till homogena ekvationen.



Bevis

Steg 1.
En godtycklig 16sning up(z) (den betecknas som y,(x) i Adams) till ho-
mogena ekvationen uppfyler ekvationen

an (2)u'™ () + ap_1 () uV(2) + ... + a1 (2)u' () + ao(z)u(z) = 0.

Fixerad partikuldr 16sning y,(x) till inhomogena ekvationen uppfyller ekva-
tionen

an(@)y” (@) + an-1 @)y (@) + .. + ar(@)yp (@) + ao(@)yp(x) = f(2).

Addera dessa tva ekvationer, anviind att de &r linjéira och att deriatan dr en
linjéir operation: ay(z)u® (z) + ak(x)yz(jk) (z) = ak(x) (u(z) + yp(:c))(k) for att

fa fram ekvationen
an(T) <u(”) (z) + y;)") (x)) + ap—1(2) (u("*l)(x) + yx(,”fl)(x)> + ...
+ay(z) (v (2) + y, (@) + ao(z) (u(z) + yp(@)) = f(2).
Detta visar att y(z) = up(x) + yp(x) &r losningen till inhomogena differen-
tialekvationen (1).
Steg 2.
Betrakta en godtycklig 16sning y(z) och fixerade 16sningen y,(z) till inho-

mogena ekvationen (1).
De uppfyller ekvationer

an(2)y™ (@) + ap 1 (2)y" V(@) + .+ ar(2)y () + ao(@)y(x) = f(=).
och

(n—1)

an (@)Y (@) + an-1(2)y" (@) + .. + a1 (@)y), (2) + ao(2)y,(z) = f(2).

Subtrahera andra ekvationen forsta ekvationen och fa ekvationen

an(@) (v (@) = 4§ (@) + an1 () (37 (@) — g V(@) +
+a1(2) (' (2) + yp(2)) + ao(x) (y(2) — yp(z)) = 0
som visar att y(z) — y,(z) = up(x) 4r en losning till homogena differentialekva-
tionen (2) och maste ingd som ett speciellt fall i allménna 16sningen yy, (x) till
homogena differentialekvationen.

Detta betyder att ALLA losningar till inhomogena differentialekvationen
framstilles pa det viset och att

y(x) = yn(z) + yp(z)

dr en allmén losning till inhomogena differentialekvationen.ll



