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Uppgifter ur Adams & Essex

Lasvecka 1, évning 1
Problem 5.3.6.

Betrakta funktionen
f(z) = cosuz, x € [0, 27].

Partitionera intervallet i n = 4 stycken lika stora delintervall P,, av lingd 27/n. Utvéirdera den
lagre Riemann-summan L(f, P,) och den 6vre Riemann-summan U(f, P,,).

Lo6sning: Vi ar alltsa intresserade av delintervallen
P, =[0,7/2], P, =[r/2,7], Ps = [m,3m/2], P, =[37/2,27].

Vi har plottat funktionen f(z) = cos(z) och de fyra delintervallen i Figur 1. Vi ser tydligt att
funktionen antingen Okar eller minskar pa varje delintervall, vilket innebér att minimipunkterna
och maximipunkterna finnes i delintervallens dndpunkter:

Pli 11:71'/2, U1:0

Py =, Uy = /2
Py: l3=m, us = 3m/2
Py: ly=37/2, us=2m
Eftersom alla delintervall har samma lingd Az = %Tﬂ = 5 far vi den ldgre Riemann-summan

L(f, P,) = Z cos(l;)Ax = (cos(n’/?) + cos(m) + cos(m) + cos(37r/2)) Az =

2(0—1—1+0)g:—7r,

och den 6vre Riemann-summan
4
U(f,P,) = Z cos(u;) Az = (COS(O) + cos(m/2) + cos(37/2) + cos(27r)>Ax =
i=1

- (1+0+0+1)g=n.

5 6
0.5

-1 P1 P2 P3 P4

Figur 1: Grafen till funktionen f(x) = cos(z) indelad i de fyra
delintervallen Py, Py, P3, Py. Vi ser att minimum och maximum for
varje intervall finnes i respektive intervalls &ndpunkter.



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.3.14

Uttryck gréansvérdet
2 2
nlirr;; -~ In <1 + n>
som en integral.

Lo6sning: Vi borjar med att skriva om summan pa formen

i=1

Om vi sétter z; = % sa blir langden pa varje delintervall Ax; = x; — z;_1 = n,

och eftersom denna langd ar oberoende av indexet i sa gor vi oss av med det: Aw == Summan
blir da

%_ 2(1 1)

iln <1+xi)Ax — /bln(1+x) dz, (n — ).
i=1 @

Det enda som aterstar nu ar att hitta integrationsgranserna a och b. Detta ar en enkel uppgift:

. . 2 2n
a= lim 1 = lim — =0, och b= lim z, = lim — = 2.

Vi drar slutsatsen att

2
:/ In(1+ ) da.
0

"2 2
i —1 14+ —
Jim >~ ( + n)

i=1



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.4.2

Forenkla uttrycket

/OQSf(as) da:+/133f(g;) da:_/032f(x) dx_/123f(x) dz (1)

Losning: Kom ihag att integralen av en funktion 6ver ett intervall [a, b] ger arean mellan z-axeln

och funktionens graf i detta intervall. Om tvé integraler f; f(z) dz och [, f(z) da har samma
integrand f(x) och de tva intervallen [a, ], [b, ¢] ligger precis bredvid Varandra (utan 6verlapp)
sa kan vi lagga ihop de tva integralerna till en:

/abf(x) dx—i—/bcf(x) dm:/acf(x) dr

Detta betyder helt enkelt att den totala arean hos tva separata regioner ar lika med summan av
respektive regions area. Se Figur 2.

Vi borjar med att subtrahera den fjarde integralen fran den forsta integralen:

/023f(:r) dx/123f(:c) da:/013f(:r) dz

Eftersom denna integral técker intervallet [0, 1] och den andra integralen i ekvation (1) técker
intervallet [1, 3], och de tva integralerna har samma integrand, sa kan vi addera dem:

/013f(x) dx+/133f(x) dxz/:?)f(m) dz

Det enda som aterstar dr att subtrahera den tredje termen i ekvation (1):

(1)/033f(x)dx/0 2f(x /f dx—Q*/f dx*/f

2 —
15
fo ) dz = fo ) dx + f2 dx
1F
05
Ji @ oy f(2) da
O Il Il Il : Il
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figur 2: Arean mellan z-axeln och grafen till f(z) i intervallet [0, 3] kan fas genom att berikna
arean Over delintervallen [0, 2] och [2,3] var for sig, och sedan summera de tva areorna. Detta

faktum kan skrivas i termer av integraler som fog ) do = fo ) dx + f2 ) da.



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.4.6

Utvéardera integralen

/21(1 —2z) dz

genom att tolka integralen i termer av areor.
Losning: Vi borjar med att plotta funktionen:

3

Figur 3

Som vi ser kan regionen mellan z-axeln och grafen delas in i tva stycken trianglar A och B.
Integralen dr summan av dessa tva trianglars areor, men eftersom triangeln B ligger nedanfor
z-axeln kommer dess area att rdknas negativt:

? 3 3
/ (1 —2z) dz = area(A) — area(B) = 11" 0.
-1



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.4.12

Utvéardera integralen
2
/ V2x — 2?2 dx
0

genom att tolka integralen i termer av areor.

Losning: Vi borjar med att plotta funktionen:

1
0.8
0.6
0.4

0.2

Figur 4

Som vi ser bildar denna graf en halvcirkel med radie r = 1, sa

2
1
/ vV 2z — 22 da = area(halvcirkel) = 5* mr? =
0

vo| 3



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.4.34

Berékna integralen

/23 f(x) dz

dér den styckvis kontinuerliga funktionen f ges av
1+z, <0
Lo6sning: Vi delar upp integralen i tva delar som later oss utvirdera funktionen pa varje del:

/23f(:v) dx/osf(:r) d:c+/02f(:c) dx/(;(ler) dx+/022dx.

Vi kan berdkna de tva integralerna var for sig genom att plotta funktionerna, sa som vi har gjort
i tidigare uppgifter. Om man gor detta sa far man att

/Zf(x) dng.



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.5.4

Berékna integralen

-1/ 1
/. (xz‘xs) -

Losning: Vi skriver om integranden med hjalp av negativa exponenter,

LR
x2 23

n

och anvander deriveringsregeln %:f: = na"~ ! baklinges pa respektive term for att hitta den

primitiva funktionen:
1 1 1
Flz)=—a214-02=—+——.
(z) Tt 2" x + 2x2

Integralen har darfér vardet

/_;195_2—96_3 dz = F(-1) — F(-2) = (1+;> B (;Jr;) _ g



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.5.26

Berikna arean av den region R som ligger under grafen y = /z och 6ver grafen y = %.

Lo6sning: Vi borjar med att plotta de tva graferna for att se hur regionen R ser ut.

25
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—y=uz/2
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Vi ser att de tva graferna skér varandra i punkterna x = 0 och & = 4, sa dessa ar vara integr-
tionsgranser. Arean av regionen R kan nu berdknas via foljande process:

Steg 1. Berikna arean mellan grafen y = /& och z-axeln, det vill siga berdkna integralen
4
/ Vz dz,
0

Steg 2. Berdkna arean mellan grafen y = x/2 och z-axeln, det vill siga berdkna integralen

4
/ x/2 dx,
0

Steg 3. Notera att arean av regionen R &r arean i Steg 1. minus arean i Steg 2.

area(R) = /04\/5 dz — /041:/2 dz = Ex‘gﬂr - Fer = é

o 4 Jlo 3



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.5.42

Berdkan derivatan

132 :
d , sin u
—2 — du
dx 0 U

Losning: Integralkalkylens huvudsats séger att

2 .
/ MUY qu = F(2?) — F(0),
0 u

dér F(u) &r en primitiv funktion till f(u) = % Produktregeln for derivator ger nu att
2
d s d
—Jc2/ ST du = — g2 (F(Jc ) F(O)) =
dx 0

o de= g (P60 -
<;xx2> (F(ﬁ) - F(O)) + <(§C (F(xz) - F(O))) -
2 (F(;ﬁ) - F(O)) — g2 (2:5 F(z?) — o)

2

22 .

sinu .

=2 du — 2z sin 2.
0 u

Mer &n sahér kan vi inte forenkla, da den primitiva funktionen F(u) inte har nagot enkelt uttryck.

10



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 2.10.8

Berédkna den indefinita integralen

14 cosdx
Teots
COs“ X
1+cos3 T Ett

Losning: Uppgiften dr med andra ord att berdkna en primitiv funktion till f(z) = TS5,
sitt ar att hitta 16sningen &r att dela upp funktionen i tva delar,

_ 1+ cos® z

fz) =

1
5 = 5 + cosz,
cos® Ccos®

1
cos?

och anvanda en lista 6ver derivator av trigonometriska funktioner for att se att
Det foljer att

—d
= = tan x.

1+ cosdx 1 .
/7 da::/ +cosx dr =tanx + sinx + C.
cos? x cos? x

11



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 2.10.26

Anviénd trigonometriska identiteter som

sec?x =1+ tan?z,
sin(2z) = 2sinz cos x,
cos(2x) = 2cos’z — 1 =1—2sin’z

/ sin? z dz

Losning: Lat oss anvénda den sistndmnda identiteten, som kan skrivas om pa formen

for att berakna den indefinita integralen

sin? g — 1 — cos(2z) 1 cos(2x).
2 2 2

Det foljer att
z  sin(2z)

. 1 cos(2x)
2 — R = — _—
/sm :vdxf/2 5 dx 5 1 +C.

12



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Lasvecka 1, évning 2

Problem 5.6.4

Utvéardera den indefinita integralen

/621 sin(eh) dz.

Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

Losning: Nir man stoter pa sana har uppgifter vill man gora en variabelsubstitution v = g(z),
for nagot g(x), som forenklar integranden genom att baka in nagon del av integranden i termen
_du

du=— dz = dg(z)

T da dx dz.

Vi gbr variabelsubstitutionen u = €2, fér da forsvinner faktorn e2* ur integranden:
)

2x 2x u:eQI 1 . 1 1 2x
e** sin(e**) dx = du—2e% dz | = 3 81nudu:—§cosu+O:—§cos(e )+ C.

13



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.6.16

Utvéardera den indefinita integralen
=t
—— dx.
24 a6
Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

Losning: Hur tdnker man nér man l6ser en san har uppgift? Jag tanker att jag vill bli av med

faktorn z? i tiljaren, for man kan nog inte enkelt bli av med nimnaren. Sa 1at oss sitta u = z3.

x? d — u =z 1 1 d
2+ g6 T du=322dz | T 3 2+ u2 v
Integralen paminner mycket om derivatan for arctan, vi behdver vara gora om tvaan i ndmnaren

till en etta. Ett sitt att gora detta &r via en till variabelsubstitution som byter ut 2 mot 2v2,
varefter vi kan faktorisera ut en tvaa fran hela ndmnaren.

(e P B e

1 / 1 d 1 . ‘e 1 . (x3)
= —F —F AU = ——=arctanv = ——=arctan ({ —— .
3v2 /) 1402 3v/2 3v/2 V2

14



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.6.18

Utvéardera den indefinita integralen
/ dx
er +e T’
Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

Losning: Det ar inte uppenbart hur man 16ser denna uppgift, sa lat oss helt enkelt testa nagot
och se vad som hénder.

/ dz :/ c* dz [ w=e }:/ du = arctanu + C = arctane” + C.

e +e 21 | du=e®dx u? 41

I det hér fallet gick vart experiment bra, men ibland far man testa flera olika saker innan man
hittar en fungerande approach.

15



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.6.42%*

Utvéardera integralen i
/ sin® x dz.
7/4
Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.
Losning: Lat oss skriva om integranden med hjalp av trigonometriska ettan:

sin® z = (1 — cos? x)z sinx,

Da far vi

T _ 1/vV2
(1 — cos® 93)2 sing dz = | ¢~ ®F = (1 —u?)? du.
/4 du = —sinzx dx .

De nya integrationsgrinserna ér u = cos /4 = 1/4/2 respektive u = cos 7™ = —1, och vi har bytt
ordning pa dem si att vi integrerar fran —1 tilll 1/4/2 istéllet for fran 1/4/2 till —1. Detta infor
ett minustecken som tar ut minustecknet fran du = — sinx dx, sa ovanstaende ekvation ska vara
korrekt.

Att berdkna integralen ar nu en enkel uppgift:

1/vE 1/v2 2,01 Y% a3 8
/ (17u2)2du:/ 12u2+u4du{uu3+u5} =——4+ —.
-1 -1 3 5 1., 60v2 15

16



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.7.6

Sketcha och berdkna arean hos den region som bestams av kurvorna
r—y="71, r=2y%>—y+3.
Losning: Vi borjar med att sketcha de tva kurvorna, for att se hur regionen i fraga ser ut:

3-

250 |—r =2 —y+3

Figur 5

Vi vet att en integral pa formen f: f(x) dz ger arean mellan grafen till f(z) och z-axeln, i

intervallet ¢ < z < b. Pa samma sétt ger integralen f: f(y) dy arean mellan grafen till f(y)
och y-axeln, i intervallet a < y < b. Vi kan darfor berdkna arean av regionen R genom att forst
berdkna arean till vénster om linjen f(y) = y + 7 och sedan subtrahera arean till vinster om
kurvan g(y) = 2y% — y + 3:

b b b
area(R) :/ T+y dy—/ 20 —y +3 dy:/ (T+y) — (2y° —y +3) dy,
dar integrationsgranserna a, b ar de tva punkter dar kurvorna skér varandra:
T+y=2"-y+3 <= Yy -y-2=0 = y=-1,y=2

Arean ar alltsa

2 2

2

area(R) = / —2¢% + 2y +4 dy = [—3313 +y°+ 4y} =9.
—1 —1

17



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.7.28

Beriikna arean hos den region R som innesluts av loopen y? = 2*(z + 2) och som ligger till
vanster om origo.

Lo6sning: Vi borjar med att sketcha regionen i fraga for att se hur den ser ut. Notera att loopen
utgors av de tva graferna y = ++/2*(2 + x) och y = —y/2*(2 + z).

—y=1/r2rD

—y=—\/2"2+2) 12

Figur 6

Som vi ser ar regionen symmetrisk kring z-axeln, vilket innebéar att halva arean ligger ovanfor
z-axeln och halva arean ligger nedanfor. Det racker darfor att berdkna arean hos den 6vre halvan
och sedan multiplicera med 2:

0 0 2 _
wea() =2 [ JEETR =2 [ ViR a= [ 2 o
—2 9 2u du = dx

V2 V2
:2/ (u2—2)2u*2udu:4/ ub — dut + 4u? du =
0 0

1. 4, 44 VI8 432 48\  256V2
4lzu’ — -u’+ -u 4 - 3 = o5

75 T3,

18



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.1.2

Berékna integralen
/(x +3)e*” da.

Lo6sning: Vi sétter
1
U(z) =z + 3, V(z) = 56296

och partialintegrerar:
dVv dU
2x — — — RS =
/(ac +3)e”” da = /U(x) Iz de =U(x)V(z) / 1 V(z) dx
1 1
:§(x+3)€2z_§/1*62r dx:

1 1
= §(m + 3)e* — 16296 +C.

19



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.1.8

Berékna integralen
/x2 arctan z dzx.

Lo6sning: Vi sétter

U(x) = -, V(z) = arctan x

och partialintegrerar:

/$2 arctanz dz = / %V(m) dz = U(x)V(z) — /U(:c)% dr =

3

1 1
= g3 arctanz — f/ 1-— :c dx =
3 3 1+ 22

1 1 1
= gazs arctanz — ng + 5 ln(l + m2) +C.

1 1 1
= —z3arctanz — f/xg * dz =
3 +x

20



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.1.14

Berékna integralen

eV dx.

Losning: Denna uppgift ér lite lurig, det kinns naturligt att sitta U(z) = x och V(z) = eV®
men detta kommer inte fungera. Istéllet gor vi en variabelsubstitution:

2

\/E o u- =x o 3w _
xe dx_[2udu: dm]—2/ue du = 213,

dar

I — ngu qy — U=1u", V=e" .
n = fUE =L U du, AV =t du |
:/U dV:U(u)V(u)—/V dU = u"e" —nl,_1.
Vi far da att

Iy =e¢*
=1 =ue* —e* = (u—1)e"
= Iy = u?e" — 2(u —1)e" = (u? — 2u + 2)e"
= I3 =ude" — 3(u? — 2u + 2)e" = (u® — 3u® 4 6u — 6)e"

Svaret d&r med andra ord

zeV® dx = 2(zy/T — 3 + 63/x — 6)eV7.

21



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.3.2

Utvéardera den indefinita integralen

22
/————dm
V1 —4x2

Lo6sning: Om vi sétter 2z = sin v sa kommer ndmnaren att fa den enkla formen coswu.

z? de — 2x = sinu _ 1 02 0 du —
V1 — 422 TZl 2dz=cosudu | T8 ) HET

1
=— [(1—cos2u)du=
16
u  sin2u
"% ;2 ¢7

1 1
= 1—Garcsin2x7 TGSiHUCOSU+C =

1 1
= — arcsin 2z — gsc\/ 1—422 4 C.

16

22



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.3.5*

Utvéardera den indefinita integralen
dz

229 — 22

Lo6sning: I detta fall sitter vi = 3sin for att roten i nimnaren ska bli 3 cos 6.

x = 3sinf }_1/ de 1 1v9 — 22

_de 1 e WA
22/9 — 22 | dz =3cosf df 9/ sn?o 9% =95 .

23



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.3.44%*

Anvind substitutionen x = tan(6/2) for att berikna integralen

/7T/2 do
o l+4cosf+sinf

Losning: Vi gor helt enkelt som uppgiften séger.

/Tr/2dg_ mztang, cos@z%, _
o l4cosf+sind d9=1+%d$a sin 6§ = 13—22

e
b))

142

1
d 1
:/ T [ln|1+x|} =1In2.
0 1+l' 0

24
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