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MVE/65

Uppgifter ur Adams & Essex

Lasvecka 1, évning 1
Problem 5.3.6.

Betrakta funktionen
f(z) = cosuz, x € [0, 27].

Partitionera intervallet i n = 4 stycken lika stora delintervall P,, av lingd 27/n. Utvéirdera den
lagre Riemann-summan L(f, P,) och den 6vre Riemann-summan U(f, P,,).

Lo6sning: Vi ar alltsa intresserade av delintervallen
P, =[0,7/2], P, =[r/2,7], Ps = [m,3m/2], P, =[37/2,27].

Vi har plottat funktionen f(z) = cos(z) och de fyra delintervallen i Figur 1. Vi ser tydligt att
funktionen antingen Okar eller minskar pa varje delintervall, vilket innebér att minimipunkterna
och maximipunkterna finnes i delintervallens dndpunkter:

Pli 11:71'/2, U1:0

Py =, Uy = /2
Py: l3=m, us = 3m/2
Py: ly=37/2, us=2m
Eftersom alla delintervall har samma lingd Az = %Tﬂ = 5 far vi den ldgre Riemann-summan

L(f, P,) = Z cos(l;)Ax = (cos(n’/?) + cos(m) + cos(m) + cos(37r/2)) Az =

2(0—1—1+0)g:—7r,

och den 6vre Riemann-summan
4
U(f,P,) = Z cos(u;) Az = (COS(O) + cos(m/2) + cos(37/2) + cos(27r)>Ax =
i=1

- (1+0+0+1)g=n.

5 6
0.5

-1 P1 P2 P3 P4

Figur 1: Grafen till funktionen f(x) = cos(z) indelad i de fyra
delintervallen Py, Py, P3, Py. Vi ser att minimum och maximum for
varje intervall finnes i respektive intervalls &ndpunkter.



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.3.14

Uttryck gréansvérdet
2 2
nlirr;; -~ In <1 + n>
som en integral.

Lo6sning: Vi borjar med att skriva om summan pa formen

i=1

Om vi sétter z; = % sa blir langden pa varje delintervall Ax; = x; — z;_1 = n,

och eftersom denna langd ar oberoende av indexet i sa gor vi oss av med det: Aw == Summan
blir da

%_ 2(1 1)

iln <1+Zi)A£€ — /bln(1+x) dz, (n — ).
i=1 @

Det enda som aterstar nu ar att hitta integrationsgranserna a och b. Detta ar en enkel uppgift:

. . 2 2n
a= lim 1 = lim — =0, och b= lim z, = lim — = 2.

Vi drar slutsatsen att

2
:/ In(1+ ) da.
0

"2 2
i —1 14+ —
Jim >~ ( + n)

i=1



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.4.2

Forenkla uttrycket

/OQSf(as) da:+/133f(g;) da:_/032f(x) dx_/123f(x) dz (1)

Losning: Kom ihag att integralen av en funktion over ett intervall [a, b] ger arean mellan z-axeln

och funktionens graf i detta intervall. Om tv& integraler f; f(z) dz och [, f(z) da har samma
integrand f(x) och de tva intervallen [a, b], [b, ¢] ligger precis bredvid Varandra (utan overlapp)
sa kan vi lagga ihop de tva integralerna till en:

/abf(x) dx—i—/bcf(x) dm:/acf(x) dr

Detta betyder helt enkelt att den totala arean hos tva separata regioner ar lika med summan av
respektive regions area. Se Figur 2.

Vi borjar med att subtrahera den fjarde integralen fran den forsta integralen:

/023f(x) dx/123f(:c) da:/013f(:r) dz

Eftersom denna integral técker intervallet [0, 1] och den andra integralen i ekvation (1) técker
intervallet [1, 3], och de tva integralerna har samma integrand, sa kan vi addera dem:

/013f(x) dx+/133f(x) dxz/:?)f(m) dz

Det enda som aterstar dr att subtrahera den tredje termen i ekvation (1):

(1)/033f(x)dx/0 2f(x /f dx—Q*/f dx*/f

2 —
15
fo ) dz = fo ) dx + f2 dx
1F
05
Ji @ oy f(2) da
O Il Il Il : Il
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Figur 2: Arean mellan z-axeln och grafen till f(z) i intervallet [0, 3] kan fas genom att berikna
arean Over delintervallen [0, 2] och [2,3] var for sig, och sedan summera de tva areorna. Detta

faktum kan skrivas i termer av integraler som fog ) do = fo ) dx + f2 ) da.



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.4.6

Utvéardera integralen

/21(1 —2z) dz

genom att tolka integralen i termer av areor.
Losning: Vi borjar med att plotta funktionen:

3

Figur 3

Som vi ser kan regionen mellan z-axeln och grafen delas in i tva stycken trianglar A och B.
Integralen dr summan av dessa tva trianglars areor, men eftersom triangeln B ligger nedanfor
z-axeln kommer dess area att rdknas negativt:

? 3 3
/ (1 —2z) dz = area(A) — area(B) = 11" 0.
-1



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.4.12

Utvéardera integralen
2
/ V2x — 2?2 dx
0

genom att tolka integralen i termer av areor.

Losning: Vi borjar med att plotta funktionen:

1
0.8
0.6
0.4

0.2

Figur 4

Som vi ser bildar denna graf en halvcirkel med radie r = 1, sa

2
1
/ vV 2z — 22 da = area(halvcirkel) = 5* mr? =
0

vo| 3



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.4.34%*

Berékna integralen

/23 f(x) dz

dér den styckvis kontinuerliga funktionen f ges av
1+z, <0
Lo6sning: Vi delar upp integralen i tva delar som later oss utvirdera funktionen pa varje del:

/23f(:v) dx/osf(:r) d:c+/02f(:c) dx/(;(ler) dx+/022dx.

Vi kan berdkna de tva integralerna var for sig genom att plotta funktionerna, sa som vi har gjort
i tidigare uppgifter. Om man gor detta sa far man att

/Zf(x) dng.



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.5.4

Berékna integralen

-1/ 1
/. (xz‘xs) -

Losning: Vi skriver om integranden med hjalp av negativa exponenter,

LR
x2 23

n

och anvander deriveringsregeln %:f: = na"~ ! baklinges pa respektive term for att hitta den

primitiva funktionen:
1 1 1
Flz)=—a214-02=—+——.
(z) Tt 2" x + 2x2

Integralen har darfér vardet

/_;195_2—96_3 dz = F(-1) — F(-2) = (1+;> B (;Jr;) _ g

10



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.5.26

Berikna arean av den region R som ligger under grafen y = \/z och 6ver grafen y = %.

Lo6sning: Vi borjar med att plotta de tva graferna for att se hur regionen R ser ut.

25
— Y=z
—y=uz/2

ol
|
|
|
|
|

1.5+ }
|
|
|
|
\

1r R |
|
|
|
|
\

05 }
|
|
|
|

0 S S IR

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Vi ser att de tva graferna skér varandra i punkterna x = 0 och & = 4, sa dessa ar vara integr-
tionsgranser. Arean av regionen R kan nu berdknas via foljande process:

Steg 1. Berikna arean mellan grafen y = /& och z-axeln, det vill siga berdkna integralen
4
/ Vz dz,
0

Steg 2. Berdkna arean mellan grafen y = x/2 och z-axeln, det vill siga berdkna integralen

4
/ x/2 dx,
0

Steg 3. Notera att arean av regionen R &r arean i Steg 1. minus arean i Steg 2.

area(R) = /04\/5 dz — /041:/2 dz = Ex‘gﬂr - Fer = é

o 4 Jlo 3

11



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 5.5.42%*

Berdkan derivatan

132 :
d , sin u
—2 — du
dx 0 U

Losning: Integralkalkylens huvudsats séger att

2 .
/ MUY qu = F(2?) — F(0),
0 u

dér F(u) &r en primitiv funktion till f(u) = % Produktregeln for derivator ger nu att
2
d s d
—Jc2/ ST du = — g2 (F(Jc ) F(O)) =
dx 0

o de= g (P60 -
<;xx2> (F(ﬁ) - F(O)) + <(§C (F(xz) - F(O))) -
2 (F(;ﬁ) - F(O)) — g2 (2:5 F(z?) — o)

2

22 .

sinu .

=2 du — 2z sin 2.
0 u

Mer &n sahér kan vi inte forenkla, da den primitiva funktionen F(u) inte har nagot enkelt uttryck.

12



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 2.10.8

Berédkna den indefinita integralen

1+ cos®z
Teots
COs“ X
1+cos3 T Ett

Losning: Uppgiften dr med andra ord att berdkna en primitiv funktion till f(z) = TS5,
sitt ar att hitta 16sningen &r att dela upp funktionen i tva delar,

_ 1+ cos® z

fz) =

1
5 = 5 + cosz,
cos® Ccos®

1
cos?

och anvanda en lista 6ver derivator av trigonometriska funktioner for att se att
Det foljer att

—d
= = tan x.

1+ cosdx 1 .
/7 da::/ +cosx dr =tanx + sinx + C.
cos? x cos? x

13



Lasvecka 1, Ovning 1 MVE465

Problem 2.10.26

Anviénd trigonometriska identiteter som

sec?x =1+ tan?z,
sin(2z) = 2sinz cos x,
cos(2x) = 2cos’z — 1 =1—2sin’z

/ sin? z dz

Losning: Lat oss anvénda den sistndmnda identiteten, som kan skrivas om pa formen

for att berakna den indefinita integralen

sin? g — 1 — cos(2z) 1 cos(2x).
2 2 2

Det foljer att
z  sin(2z)

. 1 cos(2x)
2 — R = — _—
/sm :vdxf/2 5 dx 5 1 +C.

14



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Lasvecka 1, évning 2

Problem 5.6.4

Utvéardera den indefinita integralen

/621 sin(eh) dz.

Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

Losning: Nir man stoter pa sana har uppgifter vill man gora en variabelsubstitution v = g(z),
for nagot g(x), som forenklar integranden genom att baka in nagon del av integranden i termen
_du

du=— dz = dg(z)

T da dx dz.

Vi gbr variabelsubstitutionen u = €2, fér da forsvinner faktorn e2* ur integranden:
)

2x 2x u:eQI 1 . 1 1 2x
e** sin(e**) dx = du—2e% dz | = 3 81nudu:—§cosu+O:—§cos(e )+ C.

15



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.6.16

Utvéardera den indefinita integralen
=t
—— dx.
24 a6
Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

Losning: Hur tdnker man nér man l6ser en san har uppgift? Jag tanker att jag vill bli av med

faktorn z? i tiljaren, for man kan nog inte enkelt bli av med nimnaren. Sa 1at oss sitta u = z3.

x? d — u =z 1 1 d
2+ g6 T du=322dz | T 3 2+ u2 v
Integralen paminner mycket om derivatan for arctan, vi behéver bara gora om tvaan i ndmnaren

till en etta. Ett sitt att gora detta &r via en till variabelsubstitution som byter ut 2 mot 2v2,
varefter vi kan faktorisera ut en tvaa fran hela ndmnaren.

(e P B e

1 / 1 d 1 . ‘e 1 . (x3)
= —F —F AU = ——=arctanv = ——=arctan ({ —— .
3v2 /) 1402 3v/2 3v/2 V2

16



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.6.18%

Utvéardera den indefinita integralen
/ dx
er +e T’
Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.

Losning: Det ar inte uppenbart hur man 16ser denna uppgift, sa lat oss helt enkelt testa nagot
och se vad som hénder.

/ dz :/ c* dz [ w=e }:/ du = arctanu + C = arctane” + C.

e +e 21 | du=e®dx u? 41

I det hér fallet gick vart experiment bra, men ibland far man testa flera olika saker innan man
hittar en fungerande approach.

17



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.6.42%*

Utvéardera integralen i
/ sin® x dz.
7/4
Notera att ditt svar kan skilja sig fran bokens svar pa grund av olika val av integrationskonstant.
Losning: Lat oss skriva om integranden med hjalp av trigonometriska ettan:

sin® z = (1 — cos? x)z sinx,

Da far vi

T _ 1/vV2
(1 — cos® 93)2 sing dz = | ¢~ ®F = (1 —u?)? du.
/4 du = —sinzx dx .

De nya integrationsgrinserna ér u = cos /4 = 1/4/2 respektive u = cos 7™ = —1, och vi har bytt
ordning pa dem si att vi integrerar fran —1 tilll 1/4/2 istéllet for fran 1/4/2 till —1. Detta infor
ett minustecken som tar ut minustecknet fran du = — sinx dx, sa ovanstaende ekvation ska vara
korrekt.

Att berdkna integralen ar nu en enkel uppgift:

1/vE 1/v2 2,01 Y% a3 8
/ (17u2)2du:/ 12u2+u4du{uu3+u5} =——4+ —.
-1 -1 3 5 1., 60v2 15

18



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.7.6

Sketcha och berdkna arean hos den region som bestams av kurvorna
r—y="71, r=2y%>—y+3.
Losning: Vi borjar med att sketcha de tva kurvorna, for att se hur regionen i fraga ser ut:

3-

250 |—r =2 —y+3

Figur 5

Vi vet att en integral pa formen f: f(x) dz ger arean mellan grafen till f(z) och z-axeln, i

intervallet ¢ < z < b. Pa samma sétt ger integralen f: f(y) dy arean mellan grafen till f(y)
och y-axeln, i intervallet a < y < b. Vi kan darfor berdkna arean av regionen R genom att forst
berdkna arean till vénster om linjen f(y) = y + 7 och sedan subtrahera arean till vinster om
kurvan g(y) = 2y% — y + 3:

b b b
area(R) :/ T+y dy—/ 20 —y +3 dy:/ (T+y) — (2y° —y +3) dy,
dar integrationsgranserna a, b ar de tva punkter dar kurvorna skér varandra:
T+y=2"-y+3 <= Yy -y-2=0 = y=-1,y=2

Arean ar alltsa

2 2

2

area(R) = / —2¢% + 2y +4 dy = [—3313 +y°+ 4y} =9.
—1 —1

19



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 5.7.28

Beriikna arean hos den region R som innesluts av loopen y? = 2*(z + 2) och som ligger till
vanster om origo.

Lo6sning: Vi borjar med att sketcha regionen i fraga for att se hur den ser ut. Notera att loopen
utgors av de tva graferna y = ++/2*(2 + x) och y = —y/2*(2 + z).

—y=1/r2rD

—y=—\/2"2+2) 12

Figur 6

Som vi ser ar regionen symmetrisk kring z-axeln, vilket innebéar att halva arean ligger ovanfor
z-axeln och halva arean ligger nedanfor. Det racker darfor att berdkna arean hos den 6vre halvan
och sedan multiplicera med 2:

0 0 2 _
wea() =2 [ JEETR =2 [ ViR a= [ 2 o
—2 9 2u du = dx

V2 V2
:2/ (u2—2)2u*2udu:4/ ub — dut + 4u? du =
0 0

1. 4, 44 VI8 432 48\  256V2
4lzu’ — -u’+ -u 4 - 3 = o5

75 T3,

20



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.1.2

Berékna integralen
/(x +3)e*” da.

Lo6sning: Vi sétter
1
U(z) =z + 3, V(z) = 56296

och partialintegrerar:
dVv dU
2x — — — RS =
/(ac +3)e”” da = /U(x) Iz de =U(x)V(z) / 1 V(z) dx
1 1
:§(x+3)€2z_§/1*62r dx:

1 1
= §(m + 3)e* — 16296 +C.

21



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.1.8

Berékna integralen
/m2 arctan z dzx.

Lo6sning: Vi sétter
U(x) = -, V(z) = arctan x
och partialintegrerar:

/x2 arctanz dz = /%V(;g) de = U(x)V(z) — /U(:v)% dr =

3 1+ 22

14 1 T
—x”arctanx — — r——— | dz =
3 3 14 22

1 1 1
= §x3 arctan z — EacQ + 6 ln(l + :v2) +C.

1 1 1
= §x3 arctanz — — /x3 * dz =

22



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.1.14%*

Berékna integralen

eV dx.

Losning: Denna uppgift ér lite lurig, det kinns naturligt att sitta U(z) = x och V(z) = eV®
men detta kommer inte fungera. Istéllet gor vi en variabelsubstitution:

2

\/E o u- =x o 3w _
xe dx_[2udu: dm]—2/ue du = 213,

dar

I — ngu qy — U=1u", V=e" .
n = fUE =L U du, AV =t du |
:/U dV:U(u)V(u)—/V dU = u"e" —nl,_1.
Vi far da att

Iy =e¢*
=1 =ue* —e* = (u—1)e"
= Iy = u?e" — 2(u —1)e" = (u? — 2u + 2)e"
= I3 =ude" — 3(u? — 2u + 2)e" = (u® — 3u® 4 6u — 6)e"

Svaret d&r med andra ord

zeV® dx = 2(zy/T — 3 + 63/x — 6)eV7.

23



Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.3.2

Utvéardera den indefinita integralen

22
/————dm
V1 —4x2

Lo6sning: Om vi sétter 2z = sin v sa kommer ndmnaren att fa den enkla formen coswu.

z? de — 2x = sinu _ 1 02 0 du —
V1 — 422 TZl 2dz=cosudu | T8 ) HET

1
=— [(1—cos2u)du=
16
u  sin2u
"% ;2 ¢7

1 1
= 1—Garcsin2x7 TGSiHUCOSU+C =

1 1
= — arcsin 2z — gsc\/ 1—422 4 C.

16
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Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.3.5*

Utvéardera den indefinita integralen
dz

229 — 22

Lo6sning: I detta fall sitter vi = 3sin for att roten i nimnaren ska bli 3 cos 6.

x = 3sinf }_1/ de 1 1v9 — 22

_de 1 e WA
22/9 — 22 | dz =3cosf df 9/ sn?o 9% =95 .
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Lasvecka 1, Ovning 2 MVE465

Problem 6.3.44%*

Anvind substitutionen x = tan(6/2) for att berikna integralen

/7T/2 do
o l+4cosf+sinf

Losning: Vi gor helt enkelt som uppgiften séger.

/Tr/2dg_ mztang, cos@z%, _
o l4cosf+sind d9=1+%d$a sin 6§ = 13—22

e
b))

142

1
d 1
:/ T [ln|1+x|} =1In2.
0 1+l' 0

26



Lasvecka 2, Ovning 1 MVE465

Lasvecka 2, évning 1

Problem 7.1.6

Lat R vara den tvadimensionella yta som begrinsas av kurvorna y = x och y = 22. Berikna

volymen av den solid som erhalles om vi roterar ytan R ett varv runt
(a) z-axeln,
(b) y-axeln.

Losning: Lat oss borja med att mala upp den aktuella regionen (Figur 7) och den solid som
erhalls genom rotation kring z-axeln (Figurer 8-9).

121
—y==x
—y =2’

T
|
|
|
|
|
|

0.8 - |
|
|
|
|
|

06 |
|
|
|
|
|

0.4 R I
|
|
|
|
|
|

0.2 |
|
|
|
|
|

0 I I I I | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Figur 7
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0.8 —
0.6 —
0.4 —

0.2 —

-0.2 |
-0.4 —|
-0.6 —|

-0.8

0.8

0.6

0.4

0.2

Figur 8
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Lasvecka 2, Ovning 1 MVE465

I tidigare uppgifter har vi berdknat arean hos en tvadimensionell region R, begrinsad av tva
stycken kurvor y = f(z) och y = g(x), genom att forst berdkna arean under den 6versta kurvan
och sedan subtrahera arean under den ldgre kurvan. Hér gor vi nagot liknande: forst berdknar
vi volymen hos den solid som erhalls nér vi roterar den 6vre kurvan y = x kring den valda axeln,
sedan subtraherar vi volymen hos den solid som erhélls nir vi roterar den nedre kurvan y = 2
kring samma axel. Med andra ord berdknar vi volymen av konen i Figurerna 8-9 som om den
vore en helt solid kon utan insida, och sedan subtraherar vi volymen av konens insida.

Nér vi roterar en kurva f(z) kring z-axeln sa bildas en cirkel for varje z-véirde (Figur 10-11).
Eftersom kurvan ligger pa avstandet f(x) fran z-axeln sa kommer motsvarande cirkel att ha
radien 7 = f(z) och ytarean A(z) = 7r? = nf(x)%. Volymen av soliden fas genom att “summera
alla ytareaor”, det vill siga genom att integrera over det aktuella intervallet:

V:/abA(:v) dx:w/abf(xf daz.

Vi ska som sagt berdkna volymen mellan den kon som bildas nér vi roterar y = z kring z-axeln
och den trumpetliknande yta som bildas néir vi roterar y = x? kring samma axel. Volymen blir

1 1 1 1
1 1 2
V:ﬂ'/ 332(13?—71'/(.232)2(133:77/ - R G P [ S B L
0 0 0 3 5 |, 15

Vion Virumpet

Nér vi istédllet roterar ytan kring y-axeln sa gor vi precis likadant men vi skriver om kurvorna
som funktioner x = f(y) och integrerar med avseende pa y:

Y=z <= T =1y, y=12° <= =,y (v>0).

Som vi ser skér de tva kurvorna varandra i punkterna y = 0 respektive y = 1, sa vi far samma
integrationsgranser som ovan. Volymen blir

) )
1 1 b

— 2_2d: T -
4 77/0(\/17) v dy=m Sy =gy G

Ett snabbbare satt att fa samma svar ar via integralen

1 1 r
27r/ z(f(x) — g(x)) dx=27r/ r(r—2%) de =27 | -2 — -2t ==,
0 0 B 4 1, 6

Denna metod &r snabbare eftersom den inte kréaver att vi skriver om kurvorna pa formen z = f(y)
och hittar motsvarande integrationsgranser, men jag tycker det &r svarare att visualisera hur
denna metod fungerar. Idén ar att vi for varje x bildar en cylinder med omkretsen 27z och
héjden f(x), vilket ger ytarean 27z f(x). Volymen av soliden fas sedan genom att “summera
ihop” alla dessa ytareor, det vill sdga integrera Gver x.

Ni ar tillatna att anvanda vilken metod ni vill.

Svar: Soliden som bildas nér vi roterar kring z-axeln har volymen 21—? och soliden som bildas
nér vi roterar kring y-axeln har volymen f.
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—_—Y =2

/

AN

-0.5

1 05 0 05 1
Figur 10
—y==z
1
05
0 m

-0.5
-

1 1

05 05
0 0
05 0.5
1 -
Figur 11
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Problem 7.1.12

Berikna volymen av den solid som bildas niir vi roterar regionen 0 < y < 1 — 22 kring linjen
y = 1.

Losning: Ett sdatt att 16sa denna uppgift ar att flytta integrationsaxeln till z-axeln via variabel-
substitutionen v = y — 1. Vi kan nu rotera regionen —1 < u < —22 kring linjen u = 0 (det vill
séiga x-axeln) och berdkna volymen precis som ovan:

1/=7r/1 (“1)2 = (2?2 de =7 [x—;aérl -z

-1

—y=1-z

Figur 12
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Problem 7.2.12

Betrakta en solid med cirkuléar bas av radie r, och antag att samtliga tvarsnittsytor langsmed en
given diameter ar liksidiga trianglar. Berdkna solidens volym.

Losning: Vi placerar soliden med centrum i origo och roterar den sa att alla triangelformade
tvarsnittsytor ar parallella med y-axeln, se Figur 13. For varje x i intervallet —r < x < r far vi
en liksidig triangel med basen b = 2y och héjden h = /3y, dér vi har nyttjat att triangeln &r
liksidig. Triangelns tvérsnittsarea ar alltsa

bh

2y x /3
5 _ Yy 2\[92\/52/2:\@(7,2_1,2)’

Ax) =

dér vi har anvind cirkels ekvation z? + 32 = r2. Allt som Aterstar ar att “summera” alla

tvarsnittsareor, det vill sédga integrera over x:

T T 1 T
V= / Az) dz =3 =22 de =3 [7‘23: - 31‘3] =—r

-r -

Figur 13: Bild tagen fran Instructor’s Solution Manual.

32



Lasvecka 2, Ovning 1 MVE465

Problem 7.2.15

Betrakta en cirkuldr cylinder med radie r, vars toppyta r ett lutande plan (Figur 14a). Om den
lagsta och den hogsta punkten pa toppytan har héjden a respektive b, berdkna cylinderns volym.

----------

N T
-
¥ y =22
(a) Bild fran sida 402 i kursboken. (b) Bild fran Instructor’s Solution Man-
ual.
Figur 14

Losning: Placera cylinderns mittpunkt i origo och vrid cylindern sa att toppytans sluttning ar
parallell med z-axeln (Figur 14b). Notera att vi {6r varje x far en rektangel med nagon bredd b
och héjd h som bada beror av x. Cylinderns volym kan beriknas genom att summera ihop dessa

rektanglars ytareor:
T

V= bxh dx.
Om cylindern har radie r sa ligger « i intervalllet —r < 2 < r och cylinderns hdjd &r en linjar
funktion h(z) = kx + m. Eftersom vi har placerat cylindern med den hogsta punkten langst till

vanster (x = —r) och den lagsta punkten langst till hoger (x = r) sa far vi att
{ Z:Zéi)r):fi;rnim = k:a2_rb’ m:a;b'
Hojden ges alltsa av ) +b
a— a
hz) ==, 2
Bredden fas genom cirkelns ekvation:
2 +y? = 12 - y? =% — g2 - y=/r2 — 22

och det framgar tydligt fran Figur 14b rektangelns bredd ar b(z) = 2y = 2v/r%2 — z2. Saledes &r

T —b b r 2 b
V=] 2 r2—x2*(ax+a+ ) dx:/ (a+b)vr?— a2 de = 7 0F0)

—r 2r 2 _r 2
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Problem 7.3.5

Beriikna lingden pa kurvan y® = 22 fran punkten (—1,1) till (1 1).

2/ g r—1/3

Loésning: Vi borjar med att skriva om kurvan som y = x#/9, vilket ger derivatan 3’ =
Som beskrivs pa sida 405 i boken kan vi betrakta langden som en “summa” av baglangder

z=1 \V922/3 &
L:/ ds, dar =./1 dx—\/l—i— x—2/3 dx—gTde
r=—1 X

sa lat oss helt enkelt berdkna denna integral:
. 1 /922/3 +4 1./ 9x2/3 + d B u = 9x2/3 +4 B
o 3|x|1/3 T 3218 T | du=62"3dx |

1 2*133/2—16
= f - - 0 -
9/, 27

Pedagogisk 16sning: Forestall dig en partikel som fardas langsmed kurvan och vid tiden ¢ har
koordinaterna

r(t) = (e(t)y(1) = (L,23), —1<t<L.

Tidsvariabeln ¢ &r inget annat &n den ursprungliga variabeln x, vi har satt ¢ = x. Anledningen
varfor vi byter ut = mot en tidsvariabel ar for att enklare kunna visualisera vad som hénder.
Fragan hur lang dr kurvan? kan nu overséttas till fragan hur langt fardas partikeln under tidsin-
tervallet —1 <t < 12 och svaret pa denna fraga far vi genom att undersoka partikelns fart; om
partikeln fardas i 1 m/s i tva sekunder, 5 m/s i tre sekunder, 0.2 m/s i fem sekunder, och sa
vidare, sa kan vi berdkna fardstrackan som

1
L=(1m/s x2s8)+(5m/s *3s)+(0.2m/s *5s)+---= / partikelns fart(¢) d¢.
-1

Partikelns hastighet ges av tidsderivatan

dr dz dy 2 _
/ [ A — 1 - 1/3
vl =g (dt’dt) (’3t )

men Vi ar inte intresserade av vilken riktning partikeln férdas i, vi vill bara veta hur snabbt den
fardas. Sa vi berdknar farten som storleken pa hastighetsvektorn:

dz\ 2 dy\? \/ 4 V9t2/3 4+ 4
/ = _— _— = 7_2/3:7
ol ﬂdt) +(5) =iy S

Svaret pa uppgiften blir dirfor
L= 1“ ’(t)||dt* Wd _, 0BT A . [ u—92/314
=/, r = 3|t|1/3 T BT qu=6t-1/8

1 2*133/2—16
— 5 VEa = B
4
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Problem 7.3.8

Berdkna lingden pa kurvan y = % + ﬁ fran x =1 till z = 2.

Losning: Precis som i foregaende uppgift borjar vi med att berikna derivatan 3y’ = 22 — 15

4x2
och baglangdselementet
ds=4/1+ mQ—L dx = acZ—i—L dx
B 42 N 422 ’

Kurvldngden ar integralen av detta baglingdselement:

2 2 2
1 1 1 59
L= [ ds= 2y —de= |- —| ==
/1 s /1$ T2 {3“” 4:5}1 24
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Problem 7.3.20%

Berdkna ytarean hos den yta som bildas nir vi roterar roterar kurvan
e xz, 0<r<2

kring y-axeln.

Lésning: Kurvan y = 22 ér en parabolisk kurva (Figur 15), s nér vi roterar den kring y-axeln

far vi en djup skal (Figur 16-17). Denna skal utgors av ett oandligt antal cirklar som bildas genom
att vi, for varje viirde pa z, tar punkten (z,2?) och roterar den ett varv runt y-axeln. Eftersom
varje sadan cirkels radie bestdms av z-virdet (r = x) sa har cirkeln omkretsen 27mr = 27z, Vi
kan berdkna ytarean genom att “summera” dessa omkretser samtidigt som vi tar i atanke hur
kurvan bojs nér vi gar uppat (bagldngden):

2 2 _ 2
S:/ 2773:*\/1+(y’)2d33=2ﬂ'/ x\/1+4x2dm:[dz_éx+4x ]:
0 0 =

9 9
_T G I VEY I i
—4/1\/ﬂdu—4[3u L— '

35

251

05

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figur 15: Grafen till funktionen y = 22 for 0 < x < 2.
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4

35

3k

25

I I I I I I ]
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

T 2 2 z

Figur 17
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Lasvecka 2, Ovning 2 MVE465
Lasvecka 2, évning 2
Problem 6.2.10
Utvéardera den indefinita integralen
/ r dzx
322 4+8x—3
Lo6sning: Vi borjar med att faktorisera ndmnaren i integranden,
3224+ 8z —3=3Bz—1)(z+3)
och skriva om integranden pa formen
x A L B
32248 -3 3z—-1 a+3
Vi behover alltsa hitta uttryck A och B som uppfyller ovanstaende ekvation:
x A(x+3)+ B(3z — 1)
= = =A 3)+BBz—-1) =
322 + 87— 3 322 + 87— 3 v=Ale+3)+ BB -1)
= z=(A+3B)x+BA-B) =
= A+3B=1,3A-B=0 =
1 3
A=— B=—.
- 10" 7710
Det foljer att
z dx 1 1 3 1 3
S dr=—In[3z -1+ —1 3|+ C.
/3x2+8x—3 10/3x—1+x+3 = gg e = U4 gginfe +30+
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Problem 6.2.20

Utvéardera den indefinita integralen

/ dz
3 + 222 + 2x
Lo6sning: Vi kan faktorisera ut ett z fran nimnaren men mer dn sa gar inte att faktorisera,

eftersom polynomets tva andra rotter &r komplexa. Sa vi vill skriva om integranden pa formen

1 A Bz +C
3 1.9219. T 3. o.19 1=A(z?+2 2 B
3+ 222 + 2¢ x+x2+2x+2 = (z°+2z+2)+(Bz+C)z =

= 1=(A+B)2*+(24+C)z+24 =
1 1
A==, B=->,C=-1.
= 5 2,0

Det foljer att!

/ dx 1 / 1 T+ 2 q
_—_—— = = - —F/— dxr =
34222 4+22 2) x 2242x+2

1 1 20+ 2 1 1 u=x+1
=-hjz|-z | ————dz—= | ——— dz= =

2 2 ) 2242242 2 /) 2242242 du=1

1

1., 1 1

1 1 1
:§ln\x|—51n|x2—|—2x+2|—iarctan(m—&—l)—i—D.

1Vi anvinder bokstaven D for integrationskonstanten eftersom bokstaven C redan anvénds.
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Problem 6.2.28

Utvéardera den indefinita integralen

/ de
cos (1 + sin b)

Lo6sning: Vi gor om integranden till en rationell funktion genom att sétta u = sin6,

/cos9(1disin€)hzziﬁ%d@}/(1—ug)tzl+u)/(1—u;i(z+u)2’

och i vanlig ordning skriver vi om integranden som en summa av enklare rationella funktioner:

1 A B C
(1—u)(1+u)2:1—u+1+u+(1+u)2 = 1=A@W’+2u+1)+B(l —u?*) +C(1 —u)
= 1=(A-Bu+(2A-Clu+(A+B+0)
= A-B=0,24-C=0, A+B+C=1
1 1 1
= A_Z’B_Z’ =

Det foljer att?

/d—u_l/diug/ du +1/L_
I—w)(l+uw)? 4/ 1—-u 4) 1+u 2 (14+u)?

1 1 1 1
=——In|l—u/+-In|l+u———+D=
4 u

4 21+
1. 11+u 1
11w 2(1+u)+
1 1+sinf 1

=-1 — D.
T 1—sin9‘ 2(1 + sin ) +

2Vi anvéander bokstaven D for integrationskonstanten eftersom bokstaven C' redan anvinds.
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Lasvecka 2, Ovning 2 MVE465

Problem 6.5.8

Utvéardera integralen

[ A=
—— dz.
0 TV1—=x

Lo6sning: Vi borjar med att berdkna den indefinita integralen:

dz do = uw=1-x _ du _ 1
A "7 udu=—dz |~ 1—w2 "

De tva integrationsgrinserna ar x =0 = v =1 och z = 1 = u = 0 sa svaret borde vara

1 1 0
/ ———dx = [ } ,
0o zvV1l—=x 1
men vi kan inte utvéirdera den primitiva funktionen i punkten u = 1 eftersom ndmnaren u — 1
da &r lika med 0. Vi maste istéllet betrakta foljande gransvéarde:

0
] = lim In

u+1
u—1

e

u—+1
u—1

—In

e+1

e—1

u—+1
u—1

e—1—

z = lim [—ln ’:oo.

[ o=
0o zV1—=x e—1-

Integralen divergerar.
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Problem 6.5.10

Utvéardera integralen

oo
/ ze * dx
0

Losning: Vi skriver om integralen som ett gransvéarde och partialintegrerar:

> T qr = 1i " T gy — U=uz, V=——e7*1_
0 ve T RS 0 ve r= dU =dz, dV =e *dz|

Integralen konvergerar.
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Lasvecka 3, Ovning 1 MVE465

Lasvecka 3, évning 1

Problem 18.1.4

Klassificera differentialekvationen

y" +xy = zsinx.

Losning: Detta ar en linjar, icke-homogen tredje ordningens differentialekvation, eftersom den
innehaller tredjederivatan av y och alla termer &ar linjara:

" "

(ayr + by2)" + x(ayr + by2)" = a(y)” + zyy) + b(yy' + zy5),

for alla funktioner y1,yo och alla reella tal a,b. Eftersom hogerledet x sinx inte &r lika med 0 sa
ar ekvationen inte homogen.
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Problem 18.1.6

Klassificera differentialekvationen
y' 4+ 4y — 3y =242
Losning: Vi skriver om ekvationen sa att alla termer innehallandes y hamnar i vansterledet:
y' +4y —3y—2y2=0.

Detta ar en ickelinjar andra ordningens differentialekvation, eftersom den innehaller andra-
derivatan av y och den ickelinjira termen y? gor ekvationen ickelinjir. Observera att vi inte
siger nagot om homogenitet for att homogenitet bara #r relevant for linjéra ekvationer?.

3Kanske 6verkurs: Anledningen varfoér homogenitet bara dr relevant for linjira ekvationer ar att l6sningarna,
till en homogen linjar ekvation bildar ett vektorrum. Tag exempelvis den homogena, linjara ekvationen

2y" — 5y = 0.
Om yi,y2 ar 16sningar pa denna ekvation och om a, b ar reella tal, sa ar
2(ay1 + by2)” — 5(ay1 + by2) = a2y} — 5y1) + b2y —5y2) =ax0+bx0=0, (2)

sa ay1 + bya ar ocksa en 16sning pa ekvationen. Méngden av alla 16sningar pa ekvationen ar déarfor ett delrum
till vektorrummet av alla funktioner och man kan tillampa verktyg fran linjar algebra for att studera ekvationen.
Om ekvationen daremot inte &r homogen, sig

2y" — 5y = f(a),
och om yi,y2 &r l0sningar pa denna ekvation, sa far vi att
2(ay1 +by2)"” — 5(ayr + by2) = a(2yy’ — 5y1) +b(2y5 — by2) = af(x) + bf(z) = (a +b) f(2),

sd ay1 + byz ar bara en losning om a + b = 1. Detta innebédr att méngden av alla l6sningar inte bildar ett
vektorrum, eftersom en linjarkombination av tva losningar inte alltid dr en l16sning. Detta dr anledningen varfor
vi gor skillnad pa homogena och ickehomogena linjara differentialekvationer. Om differentialekvationen daremot
ar ickelinjéar sa bildar l6sningarna inte ett vektorrum oavsett om f(x) = 0, s& homogenitet ar irrelevant.
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Problem 2.10.40*

Finn 16sningen pa begynnelsevardesproblemet

y" = 5x? — 3z~ 1/2
y'(1)=2
y(1) =0

P& vilket intervall géller denna 16sning?

Losning: Andraderivatan y” ar ju derivatan av 3/, sa vi kan hitta ¥’ genom att integrera:
5
y = /y” dr = /5x2 R §x3 —6z'/% 4+ C,

dér konstanten C' ges av begynnelsevirdet y'(1) = 2:

1
smy= sic 5 cos 2D

Vi finner funktionen y pa samma sétt:

5 19 5 19
= [y de=[2a® 6224~ do=-—a* 423+ 2+ D
Y /y T /Sm T —|—3 T 1230 T —G—Sx—l—

dér konstanten D ges av begynnelsevardet y(1) = 0:

5 19 5 19 48-5-76 33 11
()= > 4+ —=4D D=4 > 2 _ 27070 _ S 0
O=y()=gz-4+5+D = 12 3 12 12 1

Losningen pa begynnelsevardesproblemet ar alltsa

5 4 o ap 19 11
= St 4xd? g Ty
Y=t AT

Denna 16sning géller pa hela den reella linjen, eftersom funktionen och alla dess derivator existerar
for alla védrden pa .
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Problem 3.4.12

Om halveringstiden for radium &r 1690 ar, hur stor andel av den nuvarande mangden kommer
finnas kvar efter

1. 100 ar?
2. 1000 ar?

Losning: Lat P(t) vara andelen radium som aterstar efter ¢ ar, sa att P(0) = Py = 1 eftersom
andelen som aterstar efter 0 ar dr 100%. Sonderfallshastigheten P’(¢) &r proportionell mot den
andel radium som aterstar, P’'(t) = kP(t) for nagon proportionalitetskonstant k. Detta innebéar
exempelvis att om vi dubblar médngden radium sa kommer dubbelt s& mycket att sonderfalla varje
ar, vilket kdnns ganska rimligt. Sa vi hittar P(¢) genom att 16sa begynnelsevirdesproblemet

P(t) = kP'(t)
{P(O) =1

Som vi vet har detta problem 16sningen P(t) = e**. Vi kan dven lista ut virdet pa konstanten k

eftersom vi vet halveringstiden: Andelen radium som aterstar efter 1690 ar ska vara %, sa

1 1 In(1/2) In2
= = P(1690) = ¢'59%k In -~ = 1690k k= =——.
5 = P(1690) = = Ing=1690k = 1690 1690

Vi kan nu berdkna andelen som aterstar efter 100 respektive 1000 ar:

1000

P(100) = !0 = ¢~ 000 () & 0.96,  P(1000) = e'990% = ¢~ 1650 "(2) ~ 0.66

Svar: Efter 100 ar aterstar 96% av den ursprungliga méngden radium; efter 1000 ar aterstar 66%.
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Problem 3.4.26%*

Ett objekt placeras i en frys som haller en konstant temperatur av —5°C. Om objektet kyls ned
fran 45°C till 20°C pa 40 minuter, hur manga fler minuter tar det att kyla ner objektet till 0°C?

Lo6sning: Lat T'(t) vara objektets temperatur ¢ minuter efter att dess temperatur var 45°C.
Med andra ord ar T'(0) = 45 och T'(40) = 20. Hastigheten med vilken temperaturen sjunker ges
av Newton’s law of cooling:

“A hot object introduced into a cooler environment will cool at a rate proportional
to the excess of its temperature above that of its environment.”

(Sida 185 i min upplaga av kursboken.)

Detta innebir att 9T = k(T'(t) + 5) for ndgon proportionalitetskonstant k. Om vi séitter u(t) =

T(t) + 5 sa far vi begynnelsevéardesproblemet
du

— =k
a
u(0) = 50
vilket har 16sningen
u(t) = 50ert.

Vi kan dven lista ut virdet pa konstanten k eftersom vi vet temperaturen efter ¢t = 25 minuter:

25 1.1
25 = u(40) = 50¢** = 40k=In=— = k= —In-.
u(40) = 50e 50 10 2

Nu kan vi allt om funktionen u(t) och det ar dags att 16sa uppgiften. Vi vill berdkna den tid ¢
for vilken temperaturen T'(t) = 0, det vill sdga u(t) = 5. Vi far att

5 1.1 In(1/10) .
=u(t) = kt kt =In— t=—-ln— =40——F—-+ ~ 132. ter.
5 = u(t) = 50e = D = T 0111(1/2) 32.88 minuter

Det tar alltsa ca. 132.88 — 40 = 92.88 minuter till att kyla ned objektet till 0°C.
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Problem 7.9.6

Lo6s den separabla ekvationen

dz
— = €"sint.

dt
Losning: Vi flyttar 6ver alla z till vansterledet och alla ¢ till hogerledet,

e dx =sint dt

och integrerar pa bada sidor:

/e_“c dz = /sint dt — —e % = —cost+ C.

Det foljer att x(t) = —In(cost + C).
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Problem 7.9.16

Lo6s den separabla ekvationen

d
% + 2e%y = €.
Losning: Vi flyttar 6ver alla y till vansterledet och alla x till hogerledet,
dy 1
— =e"(1-2 ——— dy=¢€"
e e”( y) = 1_2ydy e’ dux,

och integrerar pa bada sidor:

1 1
/172ydy:/exdm = —§ln(1—2y):e”+C.

Det foljer att

« 1 1 @ 1 e
1-2y=e 210 = yzi—an(e JFC)=§—1-D6_26 ,

dér vi har satt D = —2¢?7. Svaret ir alltsa

1 x
= -+ De .
y=g5+De
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Problem 7.9.18

Los begynnelsevéardesproblemet

d
il + 322y = 22

dx
y(0) =1

Losning: Vi borjar med att separera variablerna,

dy _ 1

2 2
=2°(1-3 — dy = 2° dz,
4 = v (1=3y) 3y W= e
och integrera:
1 1 1
dy= [ 2?d = —=In(1-3y) =2+ C.
/1—3y Y /x x 3n( y) 3x+
Det foljer att
1 1 3 1 3
1-3y=e*C — =-—Ze ¢ =24 De ™,
y=-ce Y 3 36 3 + De
dar vi har satt D = —%e’c. Begynnelsevéirden ger oss ett specifikt viarde pa konstanten:

1 2

sa 1osningen &r alltsa
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Lasvecka 3, évning 2

Problem 3.7.4

Hitta den allménna losningen till differentialekvationen
4y — 4y’ — 3y =0.
Losning: Vi vill undersoka om ekvationen har en 16sning pa formen y = e"t. I sa fall ar
0=4y" — 4y — 3y = 4r?e"™ — dre™ — 3 = (47% — 4r — 3)e™,

vilket implicerar att 4r? — 4r — 3 = 0 eftersom e"* inte kan vara lika med 0. PQ-formeln eller
valfri annan metod ger oss polynomets tva rotter r1 = —% och ry = %, det vill sidga att

12t o 3/2)t

y=e€ y=e
ar losningar. Ekvationen ar dessutom linjar, vilket innebar att alla linjarkombinationer
y = Ae(71/2)t 4 BB/

ar losningar. Faktum &ar att samtliga l6sningar kan skrivas pa denna form, det finns inga andra
16sningar. Den som vill férséka bevisa detta faktum kan ta sig en titt pa Problem 3.7.18 i boken.
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Problem 3.7.14

Los begynnelsevéardesproblemet
y' + 10y +25y =0
y(1) =0
y'(1) =2
Losning: Precis som i foregaende uppgift soker vi efter 16sningar pa formen y = €. Vi far att
0=1y" +10y + 25y = (r* + 10r + 25)e"",

vilket implicerar att 0 = 72 + 10r + 25 = (r + 5)2. Detta polynom har den enda roten r = —5.
Den allménna 16sningen ar déarfor pa formen

y = Ae ® + Bte .

For att forsta varifran koeffcienten Bt kommer, se CASE II i borjan av sektion 3.7 i kursboken.
Derivatan av den allménna losningen blir

y = —5Ae™" + (1 — 5t)Be™™

och vi kan anvénda begynnelsevirdena for att hitta virden pa A och B:

0=y(l)=Ae >+ Be®=(A+B)e™® A+B=0
# 5
2=1y'(1) = —54e™® —4Be™® = (—5A — 4B)e™® —5A — 4B = 2¢°
Det foljer att B = —A och om vi sétter in detta virde i den nedre ekvationen till hoger sa far vi

—5A+4A=2¢" = A=-2.
Alltsa &r B = 2€°, s4 losningen pa vart begynnelsevirdesproblem &r

y = —2e 20N 4 9te™507 — o(¢ — 1)),
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Problem 3.7.24

Los begynnelsevéardesproblemet

y'+4y =0
y(0) =2
y'(0) = =5

Bestam losningens vinkelfrekvens, frekvens, period och amplitud.

Losning: Den allménna losningen pa den har typen av uppgifter ar
y = Acos(wt) + Bsin(wt)
for nagra konstanter A, B och nagon vinkelfrekvens w. Notera att
y" = —w?Acos(wt) — w?Bsin(wt) = —w?y,

fran vilken vi drar slutsatsen att w? = 4. Detta skulle kunna innebédra antingen att w = —2
eller att w = +2 men det visar sig att bada alternativen ger upphov till exakt samma 16sning, sa
det spelar ingen roll vilket alternativ vi valjer. Av ren konvention valjer vi darfor den positiva
vinkelfrekvensen w = 2. Begynnelsevillkoren séger oss dven att

2=9y(0)=Ax1+Bx0=A A=9
= )

sa den allminna losningen ar
5
y = 2cos(2t) — 3 sin(2t).
Definitionerna av de fyra kvantiteterna som vi ska berékna star i Sektion 3.7 i kursboken. Jag
rekommenderar er att ldsa denna sektion och forsoka forsta inneborden hos de fyra termerna, de

ar viktiga inom fysik rent generellt och sdkerligen d&ven inom kemi. Den harmoniska oscillatorn
ar en av de viktigaste modellerna inom modern fysik.

e Amplituden ir R = /A2 + B2 = \/4 + 25/4 = \/41/2.

e Vinkelfrekvensen ar w = 2.

e Perioden ir 7' = 2T = 2% = 1.

e Frekvensen ér 1/7 = 1/7.
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Problem 18.6.4

Finn den allménna losningen pa differentialekvationen
y// + y/ —2y=¢" (3)
via metoden om obestidmda koefficienter.

Lo6sning: Vi borjar med att leta efter en 16sning pa formen y;, = €"* till den homogena ekvationen
Y+ Yh = 2un =0, (4)

ty varje losning pa den inhomogena ekvationen (3) kan skrivas som en partikularlosning plus en
16sning pa den homogena ekvationen. Med andra ord riacker det att vi hittar en 16sning y pa den
inhomogena ekvationen, eftersom alla andra 16sningar kan skrivas som y + y, for nagon 16sning
yp till den homogena ekvationen.

Ansitt y = e™. Om vi beriknar derivatorna i vinsterledet sa far vi polynomekvationen
P4tr—2=0 <<= (r+2)(r—1)=0,

vilket ger 16sningarna y;, = e~ 2* och y; = . Den allminna l6sningen pa den homogena, linjira
ekvationen (4) &r en godtycklig linjirkombination av dessa tva:

yn = Ae® + Be™%®,

Metoden om obestdmda koefficienter handlar egentligen bara om att gora en kvalificerad gissning
om hur l6sningen kan ténkas se ut. For den inhomogena ekvationen, ansatt

y = Cxe®. (5)
Om vi matar in den har funktionen i differentialekvationens vansterled sa far vi
y" +y — 2y = (2Ce” + Cxe®) + (Ce” + Cxe®) — 2Ce” = 3Ce".
1

Hégerledet ska vara lika med e®, sa vi drar slutsatsen att C' = 3. Den allméinna lésningen pa
den inhomogena ekvationen ar saledes

1
y= ga:ef” + Ae” + Be™**
[ ——

Yh

Overkurs: En av de vanligaste fragorna nar man studerar differentialekvationer &r Hur vet vi att
det inte finns dnnu fler l6sningar? Hur vet vi att var l6sning ar den allmdnna I6sningen? Detta
ar en mycket bra och hogst befogad fraga som tyvérr ar svar att besvara i vissa fall, eftersom
svaret kan krava avancerad matematik. Néar man laser sin forsta kurs om differentialekvationer sa
brukar man ldra sig en uppsattning standardlésningar och bara bevisa nagra allménna lésningar.
Nér det géller just Problem 18.6.4. sa kan vi faktiskt bevisa att 16sningen som vi fann ar allmén:

Antag att y” + y' — 2y = e* och skriv om den allménna 16sningen pa formen y = g(z)e® for
nagon hittills okénd funktion g. Vi kan alltid gora denna omskrivning genom att multiplicera
och dividera den allménna losningen med e”:

xT

y=(ye *)e" =g(x)e”,  glx)=ye

—T
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Om vi matar in denna 16sning i differentialekvationen sa far vi relationen
y' +y =2y = [g"(2) +29'(2) + g(2)]e” + [¢'(x) + g(@)]e” — 2g(x)e” = €,
vilken vi kan skriva om som
[g"(x) +3¢'(x)]e” =e* = g¢'(x)+3¢(2x)=1 <= ¢'(a)+3g(x)=z+C
Differentialekvationen ¢’ + 3g = x + C loses av

x C 1
=De ¥ + 24+ —=
9(x) e ts Ty Ty

s& den allménna lésningen y = g(z)e® till den ursprungliga ekvationen ar

c 1 1
y=g(x)e® = (De_?’x + -+ - - ) e” = —xe® + Ae” + Be ",

z
339 3

dar vi har satt A = % — sz och B=D.

1
9
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Problem 18.6.6

Finn den allménna l6sningen pa den ickehomogena ekvationen
y// + 4y — .%‘2
via metoden om obestdmda koeffcienter.

Losning: Vi borjar med att 16sa den homogena ekvationen
1
Yn + 4yh =0.
Vi vet sedan tidigare att den allménna 16sningen pa denna ekvation ar
yn = C1 cos(2z) + Ca sin(2z).

Hogerledet 22 i den inhomogena ekvationen #r ett polynom, si 18t oss leta efter ett polynom y
som loser differentialekvationen. Mer specifikt bor y vara ett andragradspolynom

y = Az? + Bx + C., (6)

for om y istallet hade varit, sag, ett tredjegradspolynom sa skulle aven y” + 4y vara ett tredje-
gradspolynom, och skulle dérfor inte kunna vara lika med andragradspolynomet z? i hogerledet.

Nér vi matar in ekvation (6) i differentialekvationen sa far vi
y' + 4y = 4Ax? + 4Bz + (2A + 40) = 2,
vilket implicerar att A =1/4, B =0, och C' = —1/8. Den allménna lésningen ar saledes

1 1
Y= 11‘2 ~3 + (4 cos(2x) + Cy sin(2x).
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Problem 18.6.12

Finn den allménna l6sningen pa den ickehomogena ekvationen

T

y"+2y'+y=xe‘
via metoden om obestdmda koeffcienter.

Lo6sning: Vi borjar med att 16sa den homogena ekvationen
y'+2y +y=0.
Nér vi matar in ansatsen y = €™ i hogerledet sa far vi relationen
(FP+2r+1)e =0 <<= r?4+2r+1=0 <<= (r+1)?’=0 = r=-1,
sa den homogena ekvationen har den allménna lésningen

Yp = (01 + 021,)679[:.
Hogerledet 1 den inhomogena ekvationen ar ett polynom x multiplicerat med ™%, sa lat oss leta
efter en partikuldrlésning pa samma form: ett polynom ganger e~*. Vi behover inte bry oss om
termer av grad 0 och grad 1 eftersom vi kan placera dem i den homogena l6sningen yp, sa vi
begransar oss till termer av grad 2 och grad 3:

y = (A2® + Bz®)e ",

Om vi inte skulle hitta en partikularlosning pa ovanstaende form sa skulle vi kunna prova termer
av grad 4, grad 5, etc. men i detta fall visar sig grad 3 vara tillrackligt. For detta polynom ger
y = (A2® + Ba?)e™™

y = (3A2® +2Bx)e * —y

’ (7)
= (
= (

/

6Az +2B)e " — (3Az% + 2Bx)e ™ —y =
6Ax +2B)e” — 2y —y

Y

vilket implicerar att

y' + 2y +y = ((6Aaz +2B)e " — 2y — y) +2y +y = (6Ax +2B)e”* = ze ".

Vi drar slutsatsen att A = % och B = 0. Den allménna losningen ar alltsa

1 ) 1 -
Y= 63536_1 +Yn = (61‘3 + Cox + Cl> e ",
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Uppgifter ur Lay

Lasvecka 4, évning 1
Problem 1.1.18 (repetition)
Har de tre planen a1 + 225 + 23 = 4, 2o — 3 = 1, och 1 + 3z = 0 nagon punkt gemensamt?

Forklara.

Losning: Om de tre planen har en punkt (1,22, z3) gemensamt sa maste denna punkt uppfylla
alla tre ekvationer ovan. Med andra ord maste punkten uppfylla ekvationssystemet

1+ 220+ 23 =4

X9 — T3 = 1 y (8)
1 + 3$2 =0
vilket vi kan representera pa matrisform:
1 2 1 4
01 -1 1
13 0 0

Varje rad utgors alltsa av en ekvation i ekvationssystemet. Elementen i den forsta kolumnen
representerar koefficienten framfoér x, i respektive ekvation, elementen i den andra kolumnen
representerar koefficienten framfoér xo i respektive ekvation, elementen i den tredje kolumnen
representerar koefficienten framfoér x3 i respektive ekvation, elementen i den fjarde kolumnen
representerar hogerledet i respektive ekvation. Malet ar att radreducera matrisen sa att den far
formen

1 00 A
010 By,
001 C
eftersom denna matris representerar ekvationssystemet
T = A
T = B.
xr3 = C

Om vi lyckas med detta mal s& kommer 1 = A, xo = B, z3 = C 10sa det ursprungliga ekvations-
systemet (8), vilket innebér att punkten (A, B, C) dr en gemensam punkt for de tre planen.

Dags att radreduceral

1 2 1 4 12 1 4
01 -1 1| — [Subtrahera forsta raden fran tredje raden} =10 1 -1 1
13 0 0 01 -1 —4

Redan efter detta forsta steg kan vi faktiskt avbryta radreduceringen, eftersom de tva nedersta
raderna i matrisen motsdger varandra: Om en punkt (x1,x2,x3) ligger pa alla tre plan sa séger
ovanstaende matris att punkten maste uppfylla bade xo —x3 = 1 och x5 —x3 = —4, vilket fOorstas
inte ar mojligt. Slutsats: De tre planen har inte nagon punkt gemensamt.
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Problem 1.2.4 (repetition)

Reducera matrisen
1 3 5 7
3 56 79
5 7 9 1
till reduced echelon form, det vill sdga trappmatrisform. Ringa in pivotelementen i den ursprung-
liga matrisen och i den slutgiltiga matrisen, och lista pivotkolumnerna.

Lo6sning: Nér vi radreducerar, lat oss forst gora oss av med trean och femman i férsta kolumnen,
sa att bara den 6versta ettan kvarstar. Sedan gor vi oss av med sjuan 1dngst ned i andra kolumnen.

1 3 5 7
3 5 79 [Subtrahera 3 * forsta raden fran den andra raden}
5 7 9 1
1 3 5 7

~ |0 -4 -8 -12 {Subtrahera 5 x forsta raden fran den tredje raden}
5 7 9 1
1 3 5 7

~ |0 -4 -8 12 {Subtrahera 2 % andra raden fran den tredje raden}
0 -8 —16 —34
(1 3 5 7]

~ |0 -4 -8 -—-12 {Dividera andra raden med —4 och sista raden med —10}
0 0 0 —10]
(1) 3 5 7]

~10 (O 2 3]
00 0 ()]

Vi har ringat in pivot-elementen, och motsvarande pivot-element i den ursprungliga matrisen
finnes pa exakt samma positioner eftersom vi inte har arrangerat om nagra rader i matrisen:

Pivot-kolumnerna &r precis de kolumner som innehaller pivot-element, det vill sdga forsta, andra
och fjarde kolumnen.

Vi avslutar med en observation. Precis som i foregaende uppgift kan den ursprungliga matrisen
tolkas som ett ekvationssystem

1 3 5 7 1y + 329 + 523 =7
3 5 79 > 31 +bxo +Trs =9
5 7 9 1 5x1+7x2+9x3:1

och syftet med att radreducera, syftet med att 6verféra matrisen pa reducerad triangelmatrisform,
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reduced echelon form, ar att den reducerade matrisen loser ovanstaende ekvationssystem:

1 35 7 lzy + 32 + 523 =7
01 2 3 — 0x1 + 12 + 223 =3
0 0 0 1 0z1 4+ 0z2 4+ 0z3 =1

Den nedersta ekvationen séger oss att 0 = 1, vilket forstas dr omdjligt. Ekvationssystemet &r
alltsa inkonsekvent och har inte nagon 16sning.
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Problem 1.2.12 (repetition)

Finn den allménna I6sningen pa ekvationssystemet som motsvarar matrisen

1 -3 0 -1 0 =2
0 1 0 0 -4 1
0 0 0 1 9 4
0 0 0 O 0 0

Losning: Ekvationssystemet i fraga ar

lzy — 329 + 023 — 1oy + Oz = —2
0xy + 1lxg +0x3 + 02y — 45 =1
0x1 + 0xg + Ox3 + lxg + 925 =4
0x1 + 029 + 0x3 + 0z4 4+ Ox5 =0

i

vilket vi kan skriva pa den enklare formen

IL'1*31327£L’4:72
1‘2—41‘5:1
T4+ 925 =4

Variabeln x3 tillats ha vilket virde som helst eftersom den inte férekommer i ekvationssystemet.
Notera dven att om vi fixerar viardet pa x5 sa kommer vardena pa variablerna x1, x5 och x4 vara
helt bestiamda, eftersom?

x4 =4 — 925

ro =1+ 4xs

1 =30+ 14 — 2= .
=3(1+4zs5)+(4—925) —2 =

=5 + 3$5
Den allménna 16sningen ar darfor
T = 5+ 31’5
To = 1 + 41‘5

x3 fri variabel
Ty = 4 — 9.’L‘5

x5 fri variabel

4Vi hade #ven kunnat fixera virdet pa x4, i vilket fall virdena pa 1, z2 och x5 hade varit helt bestimda.
Huvudsaken &r att vi har tva fria variabler.
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Problem 1.3.8

Anvind féljande figur for att skriva vektorerna w, x, y och z som linjirkombinationer av de tva
vektorerna u och v. Ar varje vektor i R? en linjirkombination av u och v?

Figur 18: Bild tagen fran sida 32 i kursboken Linear Algebra and Its Appliations av Lay.

Loésning: Om vi befinner oss i punkten v (det vill sdga vid spetsen av vektorn v) och vill ta
oss till punkten u sa kommer vektorn u — v att ta oss dit, eftersom v + (u — v) = u (Figur 19).
Om vi istallet vill ta oss fran punkten v till punkten w sa behover vi ga i motsatt riktning, vilket
innebér att w=v—-(u—v)=v+(v—u)=2v—u

ik
A,
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Om vi fortsétter forbi w till korsningspunkten mellan vektorerna x och y, och sedan gar snett
nedat parallellt med v, sa kommer vi till vektorn x (Figur 20). Detta innebér att

x=v+2(v—-u)+(-v)=2(v—u)

ey
2,

Pa samma sétt nar vi vektorn y (Figur 21):

1 7
y:v+2(v—u)+§v:§v—2u.

Figur 21
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Den sista vektorn z &r &nnu enklare att na (Figur 22):

z=v+3(Vv—u)=4v —3u

Figur 22

Sammanfattningsvis har vi relationerna

w=2v—u

x =2v—2u
7 .

=-v-—-2
y 2v u
z =4v — 3u

Den sista fragan dr huruvida varje vektor i R? kan skrivas som en linjirkombination av u och v.
Svaret pa denna fraga ar Ja, eftersom de tva vektorerna &r linjdrt oberoende. Vi kommer snart
ldra oss mer om detta begrepp.
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Problem 1.3.12

Betrakta vektorerna

1 0 2 -5
a; = -2 s ag = 5 y as — 0 s b = 11
2 5 8 -7

Avgor huruvida b kan skrivas som en linjarkombination av a;, as och as.

Losning: Det finns flera siatt att 16sa denna uppgift, man kan exempelvis stélla upp problemet
som ett linjart ekvationssystem: Vi vill finna konstanter x1, zo, x3 sadana att

I + I3 = —5
T1a; + roas +x3a3 = b > —2x1 + bxy =11
2x1 + bxo + 8xz3 = —7

och vi kan 16sa detta ekvationssystem genom att radreducera motsvarande matris:

(1 0 2 -5
-2 5 0 11 [Addera 2 * forsta raden till andra raden}
|2 5 8 -7
(1 0 2 —5]
~ [0 5 4 1 [Subtrahera 2 x forsta raden fran tredje raden}
2 5 8 —T7]
(1 0 2 —5]
~ 10 5 4 1
0 5 4 3|

De tva nedersta raderna sager oss att 5xy + 4x3 = 1 och 5xo + 4x3 = 3. Eftersom dessa tva
ekvationer inte kan vara uppfyllda samtidigt, drar vi slutsatsen att b inte kan skrivas som en
linjarkombination av a;, as och as.
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Problem 1.3.18%

Lat
1 -3 h
vi=|0], vo= |11, y=1|-5
-2 8 -3

For vilka varden pa h ligger vektorn y i planet som genereras av vy och vo?

Losning: Vektorn y ligger i planet genererat av v; och vy om och endast om vektorn y kan
skrivas som en linjarkombination av vy och vy. Lat oss attackera problemet precis som vi gjorde
i forra uppgiften, genom att radreducera féljande matris:

1 =3 h
0 1 -5 {Addera 2 «x forsta raden till den tredje raden}
-2 8 -3
(1 -3  h ]
~ [0 1 -5 {Subtrahera 2 x andra raden fran den tredje raden]
0 2 2h—3]
1 -3 h ]
~ [0 1 =5
0 0 2h+T]

Denna matris motsvarar ekvationssystemet

Il—SIQZh $1=h+3$2
Ty =—5 — T2 =5
0=2n+7 R
2
Vektorn y ligger alltsa i planet genererat av vy och vy om h = —%, och i sa fall ar
37
Yy =21V + Tove = fgvl — 5vo.
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Problem 1.4.18

Lat
1 3 -2 2
0 1 1 -5
B= 1 2 -3 7

-2 -8 2 -1
Spénner kolonnerna hos B rummet R*? Har ekvationen Bx = y en lésning for varje y € R*?

Lo6sning: De tva fragorna dr ekvivalenta, om svaret pa den ena fragan ar Ja sa ar svaret pa den
andra fragan Ja och vice versa. Indeed, om kolonnerna B;, Bs, B3, B4 hos matrisen B spanner
rummet R* s& kan varje vektor y skrivas som en linjarkombination

1 3 -2 2
0 1 1 -5
y=u1Bi+m:Bo+usBytaaBa=a21 | [ +a2 |, |+ gl tEa | L=
—2 —8 2 -1
1z + 3z0 — 223 + 224 1 3 -2 2 T
O0rqy +1zg + 123524 | | O 1 1 =5 [z2f _ Bx
lxy + 220 — 323 +Txq |~ | 1 2 -3 7 zg| 7
—2x1 — 8o + 223 — 1lxy -2 -8 2 -1 T4

vilket innebér att varje vektor y kan skrivas pa formen y = Bx. Ett liknande argument visar
implikationen i andra riktningen, dvs. att om varje vektor y kan skrivas pa formen y = Bx sa
spanner kolonnerna hos matrisen B rummet R%.

Det racker alltsa att besvara den andra fragan: huruvida varje vektor y kan skrivas som en
16sning pa ekvationen y = Bx. Detta &r ett linjart ekvationssystem

r1+ 319 — 223+ 204 = A
To+x3—bry =B

lx1 + 329 — 223 + 214
Ox1 + 1xg + 13 — by

SQawm e

= < )
1z 4+ 229 — 323 + T4 r1 4+ 2x9 — 33+ T2y = C
=2y — 8xp + 213 — 1oy —2x1 — 8xo +2x3 — x4 =D
dar vi har satt

A
B
y = C
D

for att betona att elementen i vektorn y antas vara kdnda. Idén &r alltsa att vi forst fixerar en
valfri vektor y och sedan férsoker hitta en vektor x sadan att y = Bx, och fragan ar huruvida det
gar att hitta en sadan vektor x oavsett vilken vektor y vi har valt. Ovanstaende ekvationssystem
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kan i vanlig ordning 16sas genom att radreducera:

s}
N — W

—

an

[Subtrahera férsta raden fran den tredje raden]

|
w
-
QT

~ [Addera andra raden till tredje raden}

1 3 -2 2 A
0 1 1 -5 B
“lo o 0 0 C-A+B
-2 -8 2 -1 D

Den tredje raden sidger att om vektorn

<
Il
TQwe

ska kunna skrivas pa formen y = Bx sa maste den uppfylla ekvationen C — A+ B = 0. Det finns
oandligt manga vektorer som inte uppfyller denna ekvation, exempelvis vektorn

— = =

sa svaret ar att inte alla vektorer kan skrivas pa formen y = Bx.

Anmarkning: Vi hade inte behdvt ha med vektorn y langst till hoger i matrisen som vi
radreducerade, det hade réckt att radreducera den ursprungliga matrisen B. Om man kan
reducera en kvadratisk matris B till reducerad trappmatrisform med enbart ettor i diagonalen,

17 77
o1 7?7 7
00 1 ?7)°
0 0 01

sa &r svaret pa fragan Ja, varje vektor y kan skrivas pa formen y = Bx. Om den radreducerade
matrisen daremot har en rad som bara innehaller nollor sa ar svaret pa fragan Nej.

68



Lasvecka 4, Ovning 1 MVE465

Problem 1.4.26%*

7 3 6
u= |2 5 v=|1 s w= |1
3) 3 0

Man kan visa att 3u —5v —w = 0. Anvind detta faktum (och inga radoperationer) for att hitta
konstanter x; och x5 som uppfyller ekvationen

7 3 6
2 1 [ﬂ: 1. (9)
5 3| L*2 0

Losning: Vi borjar med att utfora matrismultiplikationen i ovanstaende ekvation:

T3], Tx1 + 320
2 1 [;}: 221 + 1o |,
5 3| L7 521 + 3z

och vi véljer nu att skriva om denna vektor som en linjarkombination:

Tx1 + 322 7 3
201 + lao | =21 |2 + 22 |1 = z1u+ 22V,
5x1 + 32 5 3

Den ursprungliga ekvationen (9) kan nu formuleras som
iU+ TV = W,

vilket leder oss direkt till svaret: 1 = 3 och zo = —5, eftersom vi vet att 3u — 5v — w = 0.
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Problem 1.5.6

MVE/65

Skriv 16sningsméngden for det homogena ekvationssystemet

pa parametrisk vektorform.

x1 +3rx9 —dx3 =0
T, +4x9 — 8x3 =0

—3x1 — Txo + 923 =0

Losning: Malet ar att skriva losningen pa formen x = p+ vz dar « ar en fri variabel. Ekvations-
systemet kan representeras genom foljande matris och som vanligt 16ser vi ekvationssystemet
genom radreducering:

1
1

1

2
o

2
cCo- OO OO

Ekvationssystemet lyder nu

|—3

|
w

O, O OF W - W

3 -5
4 -8
-7 9
3 -5
1 -3
-7 9
-5 0]
-3 0
—6 0]
-5 0]
-3 0
0 0]
4 0]
-3 0
0 0

SUQ—?).’K:_),:O

{l‘1+4$3:0

vilket innebér att 16sningen har formen

X =

Z1
T2
€3

_Subtrahera férsta raden fran den andra raden]
_Addera 3 x forsta raden till den tredje raden]
_Subtrahera 2 x andra raden fran den tredje raden]

_Subtrahera 3 * andra raden fran den forsta raden]

T, = —4z3
<— To = 33
x3 fri variabel
—4x3 —4
=|3z3 | =| 3 | x3.
1.%'3 1

Losningens parametriska vektorform &r alltsa
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Problem 1.6.6

Naér 16sningar av natriumsulfat och bariumnitrat blandas, formas bariumfosfat och natriumnitrat.
Den obalanserade ekvationen &r

NagPOy, + Ba(NO3)2 — Ba3(PO4)2 + NaNOg3

For var och ett av dessa fyra &mnen, konstruera en vektor som listar antalet natrium-, fosfor-,
syre-, barium- och kvaveatomer. Anvand sedan dessa vektorer for att balansera ekvationen.

Losning: Det forsta amnet, natriumfosfat, innehaller
e 3 st natriumatomer,
e 1 st fosforatom,
e 4 st syreatomer,
e 0 st bariumatomer,
e 0 st kvaveatomer,

och motsvarar darfor vektorn

3

1

N3,3PO4 : 4

0

0

Pa precis samma satt far vi resterande vektorer:

0 0 1
0 2 0
Ba(NOs)2 : |6], Bag(POy4)2: |8], NaNO3: |3
1 3 0
2 0 1

Vi vill ta reda pa hur manga molekyler av varje &mne som kravs for att balansera ekvationen
och vi kan skriva detta problem pa formen

T + x2 T3 + x4

OO =W
N = OO O
I
O W oo NO
)—‘O“COOH

dér x; representerar antalet natriumsulfat-molekyler och sa vidare. Om vi flyttar 6ver alla
vektorer till vansterledet och sétter ihop dem till en enda stor vektor kan vi skriva om den
balanserade ekvation pa formen

321 + 0z2 + 023 — 1z4
1:]]1 + 0332 — 21’3 + O$4
41’1 + 61’2 - 8%3 - 3$4 =
0xq1 + laxg — 3x3 + O0xy
0xq1 4+ 229 + 03 — 1y

oSO oo oo
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Detta ar ett linjart ekvationssystem som kan losas genom att radreducera féljande matris:

3 0 0 —1 0]
10 -2 0 O
4 6 -8 -3 0 [Placera den andra raden Gverst och fjarde raden nést 6verst}
01 -3 0 0
0 2 0 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 O
~ 13 0 0 -1 0 [Subtrahera 3 * forsta raden fran den tredje raden}
4 6 -8 -3 0
02 0 -1 0]
1 0 -2 0 O]
01 -3 0 0
~ 10 0 6 -1 0 [Subtrahera 4 x forsta raden fran den fjarde raden}
4 6 -8 -3 0
02 0 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 0
~ 10 0 6 -1 0 [Subtrahera 6 * andra raden fran den fjarde raden]
06 0 -3 0
02 0 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 O
~ 00 6 -1 0 [Subtrahera 3 * tredje raden fran den fjarde raden]
0 0 18 =3 0
02 0 -1 0]
1 0 -2 0 O]
01 -3 0 0
~ 10 0 6 -1 0 [Subtrahera 2 % andra raden fran den femte raden}
00 0 0 O
02 0 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 0
~ 10 0 6 -1 0 [Subtrahera tredje raden fran den femte raden}
00 0 0 O
0 0 6 -1 0]
1 0 -2 0 0]
01 -3 0 0 T1 — 233 =0
~ 00 6 -10 > To —3x3 =0
0 0 O 0 0 625 — 24 =0
o0 0 0 0]

Om vi sétter 3 = 1 sa far vi 1 = 2, z9 = 3 och x4 = 6. Den balanserade ekvationen ar alltsa

2N33PO4 + 3Ba(N03)2 — Ba3 (PO4)2 + 6N3N03
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Lasvecka 4, évning 2

Problem 1.7.14

Finn det varde h som gor foljande vektorer linjart beroende:

1 ) 1
V] = -1 s Vo = 7 , V3= 1
3 8 h

Losning: Ett sitt att 16sa denna uppgift ar att omformulera den som ett linjart ekvationssystem.
De tre vektorerna &r linjart beroende om det existerar konstanter aq, as,as, minst en av dem
nollskild, sadana att

1 -5 1] 0
ar |—1| +as | 7| +a3|1] = |0 (10)
3 8 h ] 0
och detta problem visar sig vara ekvivalent med att hitta konstanter x1,z, sddana att®
1 -5 1
X1 -1 —+ X9 7 =11 (11)
3 8 b

Denna ekvation motsvarar det linjara ekvationssystemet
1 — 51‘2 =1

—r1 +Tre =1

3IE1 + 8$2 =h

och som vanligt kan vi 16sa detta ekvationssystem genom radreducering:

1 -5 1 1 -5 1 1 -5 1
-1 7 1| ~ |0 2 2 ~ |0 2 2 ~
|3 8 h 3 8 h 0 23 h-3
1 -5 1 1 -5 1 10 6
~ |0 1 1 ~ |10 1 1 ~ |10 1 1
0 23 h-3 0 0 h-—26 0 0 h—26
Ekvationssystemet lyder nu
r1 = 6
To = 1
0=h—26
och vi drar slutsatsen att en 16sning existerar for h = 26. Indeed, man kontrollerar enkelt att
1 -5 1
6(-1|+|7|=]1
3 8 26

5Konstanten a3 kan inte vara lika med 0 eftersom de tva forsta vektorerna vi och v &r linjart oberoende. Vi
kan dérfor dividera hela ekvation (10) med —as och flytta 6ver vektorn v3 till hégerledet. Om vi sedan definierar
1 = —a1/a3z och z2 = —az /a3 sa far vi ekvation (11).
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Problem 1.7.40

Antag att A &r en m X n-matris med egenskapen att ekvationen Ax = b har hogst en 16sning for
varje vektor b € R™. Anvénd definitionen av linjart oberoende for att forklara varfér kolumnerna
i matrisen A maste vara linjart oberoende.

Losning: Kalla kolonnvektorerna for aq,...,a, € R™, det vill siga att
air Q2 - Q1in aii a12 A1n
a1 Q22 -+ A2n a21 a22 A2n
A= . . =11 . . . =lay - a,l.
apl  Qp2 -+ Onp an1 an2 | Ann

Definitionen av matrismultiplikation ger da att

ailr - Qln T1 ail Q1n

ap1  c Qpp Tn an1 Ann |

Vi har antagit att ekvationen Ax = b har hogt en 16sning for varje vektor b, sa detta antagande
galler i synnerhet nollvektorn b = 0. Med andra ord har ekvationen

rzia; +---+zpa, =0 (12)
hogst en 16sning och vi vet redan att en sadan 16sning &r 7 = --- = z, = 0. Det finns alltsa
inte nagon annan losning pa ekvation (12), det finns inga andra virden pa skaldrerna x1, ..., x,
som uppfyller ekvation (12), och per definition innebér detta att kolonnvektorerna ay, ..., a,, &r

linjart oberoende.
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Problem 1.8.2%*

Lat
5 0 0 1 a
A=1l0 5 0|, wu=[|0], v=]|b
0 0 5 —4 c

Definiera funktionen 7' : R?® — R3 genom T'(x) = Ax. Hitta T'(u) och T'(v).

Lo6sning: Uppgiften blir ganska enkel om man skriver ut matriserna och vektorerna explicit:

5 0 0 1 S5x140%x0+0x*(—4) 5
T(u)y=Au= |0 5 0 0| =|0x1+.5%x04+0x(—4)| =0 | =.5u.
0 0 5| |4 0%x14+0%x0+.5%(—4) -2

Vi behovde alltsa bara utféra matrismultiplikationen. Pa samma sétt far vi

S5 0 0 a HSxa+0xb+0xc .5a
T(v)=Av=|0 5 0| [b] =|0xa+.5xb+0xc| = |.5b| = .5v.
0 0 .5| |ec Oxa+0xb+ .5%xc .5c

Vi &ar nu klara och du kan ga vidare till nasta uppgift, om du inte ar nyfiken pa lite...

Kuriosa: Tidigare har vi ofta tolkat matriser i termer av linjara ekvationssystem men denna
uppgift visar en annan anvindning: matriser kan anvéindas for att representera sa kallade linjdra
transformationer, funktioner T : R™ — R"™ som transformerar vektorer pa ett linjart vis. Om
man exempelvis vill definiera en funktion T : R? — R? som roterar en godtycklig vektor v € R?
vinkeln 7/6 radianer moturs, sa racker det att multiplicera vektorn med rotationsmatrisen

cos(m/6) —sin(m/6)
sin(w/6)  cos(m/6) |’

Med andra ord &r T'(v) = Rv. Linjéra transformationer anvénds Gverallt inom sa gott som alla
matematikomraden, sa faktumet att matriser och linjara transformationer ar tva sidor av samma
mynt gor matriser vdldigt anvandbara.

0.8 [
0.7 -

0.6

051 Rv

0.3

/6

01 v

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

(0]
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Man kan till exempel modellera kvantdatorer genom att lata ettor och nollor representeras av
vektorer som vi kallar |1) resp. |0). Tillstandet hos en qubit representeras av en linjarkombination

) = al0) +0[1),
dér a, b ar komplexa tal. Olika vérden pa a och b ger olika tillstand |¢) och vi far information om
var qubit genom att undersoka vilket tillstand den befinner sig i. Kvantdatorn utfor berakningar

genom att multiplicera tillstandet |1)) med vissa typer av matriser U, vilket alltsa transformerar
ett input-tillstand [¢) till ett output-tillstand |¢)') = U |¢). Om vi antar att

o=|o] - m=[2] = amrom=|j.

sa kan en NOT-gate, som transformerar nollor till ettor och vice versa, skrivas som matrisen

0 1
UNOT:|:1 0]-

Indeed,

UNOT|0>=[? (1)] H=m=1>, och UNOT1>={(1) (ﬂ mzmﬂow

Marks det att jag tycker det har ar riktigt coolt? Linjira transformationer ar guld véarda.

76



Lasvecka 4, Ovning 2 MVE465

Problem 1.9.8

Lat T : R? — R? vara den linjara transformationen som forst spegelvinder vektorer kring den
horisontella z1-axeln och sedan spegelvander vektorerna kring linjen x5 = x7. Finn standard-
matrisen for T'.

Jag visste inte riktigt hur jag skulle Gversitta uppgiften till svenska pa ett tydligt sétt, sa lat
mig illustrera den linjéra transformationen i Figur 23. Forst speglas en godtycklig vektor kring

xi-axeln ((a) — (b)), sedan speglas vektorn kring den streckade linjen zo = 21 ((b) — (¢)).

08 08 08
/ /
/ / /
06 7 06 7 6 .
, , ,
p p p
/ / /
041 i 04f i 0 i
. . .
. . .
, , ,
L , L , /
02 , 02 , 0. ,
. . .
. . .
L L L L Z T L L L L L L L Z L L L L L L L 4 L L L L
08 06 04 -02 7 02 04 06 08 08 06 04 -02 7 02 6__ 08 08 06 04 -02 7 02 04 06 08
. . .
702 L7 02 L7 02
’ ’ ’
p p p
p p p
p 04l y 04l y K
, 0.4 , 0.4 , 0.4
, , ,
, , ,
p p p
. 06 . 06 . 06
/ / /
. . .
08} 08 08
(a) (b) (c)
Figur 23

Losning: Lat oss kalla de tva spegelvandningarna for A; och As. Nér vi spegelvander en vektor

|: -
vV =
y

kring x1-axeln sa byter vi tecken pa xo-koordinaten utan att &ndra vardet pa x;-koordinaten:

Al : |:’JJ — r :| .
vyl |-y
Matrisen som utfor denna transformation ar

Ay

eftersom
0 lxx+0xy

b A=) =[]

Hur gbér man for att lista ut hur matrisen ska se ut? Detta ar ett svart problem, sérskilt om
matrisen ar stor, s& man far titta pa manga exempel och med tiden utveckla en kénsla fér hur
matriser fungerar. Efter ett tag har man tillrackligt god koll pa matrismultiplikation for att
kunna backwardsengineera matrisen. Ett tips ar att matriser pa formen

b )

7



Lasvecka 4, Ovning 2 MVE465

multiplicerar x1-koordinaten hos en vektor v med a och multiplicerar xs-koordinaten med b:

a 0| |z| |axx+0x*xy| |ax
0 b|ly| [0xxz+bxy|  |by|’
Vi ville att matrisen A; skulle 1amna z;-koordinaten orérd och byta tecken pa zo-koordinaten,

sa vi kunde vi anvianda ovanstaende matris med ¢ = 1 och b = —1.

Lat oss nu titta pa den andra transformationen, As;. Vad som hénder nér vi spegelvinder en
vektor kring linjen o = x7 ar att vi byter plats pa de tva koordianterna:

a2z 3] 2]

Se till exempel (b) — (c) i Figur 23. Denna transformation representeras av matrisen

0 1
AQ— _1 0:|a

0 1f{|z| |0xz+1xy| |y

1 0| |yl |1*xxz+0xy|  |z|°
Om vi vill spegelvinda en vektor kring x1-axeln och sedan spegla den resulterande vektorn kring
linjen z9 = 21, sa borjar vi med att multiplicera vektorn med A; och sedan multiplicerar vi den
resulterande vektorn med As. Med andra ord berdknar vi v — A;v — Ay Aiv. Istallet for att

se detta som tva separata transformationer sa kan vi sitta A = AsA; och se det som en enda
transformation v — Av, dar

eftersom

AAQAl[o 1] [1 0]{0*1+1*0 0*0+1*(—1)}[0 —1].

1 0/|0 -1 1x14+0%x0 1%04+0x(—1) 1 0

Detta ar alltsa standardmatrisen for transformationen 7' som utfor de tva speglingarna.

Kuriosa: Standardmatrisen ovan kan tolkas som

- [ o),

vilken &r matrisen som roterar en vektor m/2 radianer moturs. Se (a) — (¢) i Figur 23.
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Problem 1.9.27

Avgor huruvida transformationen
T:R® — R?, T(z1,22,23) = (x1 — bag + 4xs, z2 — 6x3) = Ax
ar injektiv (one-one) samt surjektiv (onto).
Losning: Nér vi skriver x och T'(x) som kolonnvektorer sa kan vi enkelt hitta standardmatrisen:

X1 T
. T, — Dxro + 4x3 . ?7 0?7 7 . 1 -5 4 .
T(X){ g — 63 }{‘? EA et (O ST I = 4Ax.
3 3

Theorem 12 pa sida 78 séger att den linjara transformationen T ar
(a) injektiv om och endast om standardmatrisens kolonnvektorer ay, as, a3 ar linjart oberoende.

(b) surjektiv om och endast om standardmatrisens kolonnvektorer spinner R2, det vill siga
om och endast om varje vektor b € R? kan skrivas som en linjirkombination

b = z;a; + a3 + x3a3. (13)

Lat oss darfor undersoka dessa fragor. Transformationen &r alltsa surjektiv om ekvationssystemet

T — DT + 43 =a
x2—6x3:b

har en 16sning for varje vektor

_a_ 2
b_[b e R=,

och vi kan undersoka detta genom radreducering:

0 1 -6 b 01 -6 b

{1 -5 4 a} N (1 0 —26 a—Sb}

Ekvationssystemet blir alltsa

)

<~
To = 6x3+ b

r1 — 26x3 = a — bb r1 = 26x3 +a — 5b
1‘2—61‘3219

vilket har en 16sning for varje varde pa den fria variabeln z3. Transformationen ar surjektiv.

Transformationen ar ddremot inte injektiv, vilket ovanstaende ekvationssystem avsléjar. Om vi
later b vara nollvektorn genom att sitta a = b = 0, och om vi sedan sétter z3 = 1, sa far vi att

1 -5 4 0
26a; + 6as + a3 = 26 |:O:| +6|:1:|—|— |:—6:| = |:():|

Ekvationen xia; + zoas + x3ag = 0 implicerar alltsa inte att z1 = x5 = x3 = 0, sa kolonn-
vektorerna dr inte linjart oberoende. Enligt Theorem 12(a) &r transformationen T inte injektiv.

Sammanfattning: Transformationen &r surjektiv men inte injektiv.
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Lasvecka 5, évning 1
Problem 2.1.6
Lat
P A
3 )

Berakna matrisprodukten AB pa tva olika satt: forst genom att dela upp matrisen B i sina
kolonnvektorer by, by och berdkna Ab; och Abs var for sig, sedan via rad-kolumn formeln

(AB);j = ai1bij + aizbaj + - + ainbn;.

Losning: Den forsta metoden ger kolonnvektorerna

4 2] 1 4«1 4+ (=2)x2 0
Ab; = |-3 0 [2}: (=3)x1 + 0«2 = [-3],
ERRE 3x1 +  5x2 13
[ —2] 3 43 + (=2)x(-1) 14
Abs=|-3 0 [_J— (—=3)*3 + 0x(-1)| = |-9{,
|3 5 33 + 5% (—1) 4
sa matrisprodukten &r
0 14
AB = [Ab; Aby] = |-3 -9
13 4
Den andra metoden ger matriselementen
(AB)11 = a11bi1 + a1gbar = 4% 1+ (=2)x2 =0,
(AB)12 = a11b12 + a12b2e = 4% 34+ (—2) * (—1) = 14,
(AB)21 = ag1biy + agebyy = (=3) x14+0%x2 = =3,
(AB)22 = a91b12 + a9obyg = (—3) * 3+ 0% (—1) = -9,
(AB)31 = az1bi1 + azgboy =3 %1 +5%2 =13,
(AB)32 = asibiz + asaboe =33 +5x (1) =4,
sa matrisprodukten ar aterigen
(AB)11 (AB)12 0 14
AB = (AB)Ql (AB)22 =1-3 -9
(AB)g]_ (AB)gg 13 4

Personligen tycker jag att den forsta metoden ar snabbast och enklast, men det ar en smaksak.
I vilket fall som helst &r de tva metoderna forstas mycket néara relaterade.
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Problem 2.1.22

Visa att om kolonnerna i matrisen B &r linjart beroende, sa &r kolonnerna i matrisen AB ocksa
linjart beroende.

Losning: Eftersom kolonnvektorerna by, ..., b, till matrisen B &r linjart beroende sa existerar
skalérer rq,...,r, sadana att minst en skalar r; # 0 och

7"1b1+"'+7’nbn20.

Matrisen AB har kolonnvektorerna Aby, ..., Ab, och enligt Theorem 2 pa sida 99 &r matris-
multiplikation en sa kallad linjar operation, vilket innebar att vi kan gora foljande omskrivningar:

TlAbl —+ -4 ’I"nAbn = A(lel) —|— cee 4 A(’I"nbn) = A(lel + e —|— rnbn) = 0
0

Linjarkombinationen i vénsterledet &r alltsa lika med nollvektorn, sa kolonnvektorerna till AB
ar linjart beroende.

81



Lasvecka 5, Ovning 1 MVE465

Problem 2.2.18

Antag att P ar en inverterbar matris och att A = PBP~!. Hitta ett uttryck for B i termer av A.

Lésning: Eftersom matrisen P #r inverterbar giller att PP~! = I och PP = I. Vi kan dérfor
bli av med faktorn P~! i uttrycket PBP~! genom att hégermultiplicera med P:

A=PBP™' <= AP=(PBP')P=PB(P 'P)=PBI=PB.
P& samma sétt blir vi av med faktorn P i uttrycket PB genom att vinstermultiplicera med P~ !:
AP=PB <+= P 'AP=P YPB)=(P'P)B=1IB=B.

Uttrycket vi soker ar alltsa
B=P AP
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Problem 2.2.30

Om den existerar, finn inversen till matrisen

5 10
a=[p .

Anvéand algoritmen som introducerades i detta kapitel.

Losning: Vi borjar med att kontrollera om matrisen ar inverterbar. Ett siatt att kontrollera
detta dr att berdkna dess determinant, det finns ndmligen en viktig sats som sdger att en matris
ar inverterbar om och endast om dess determinant &r nollskild. Vi far att

det A=5%7—10%x4=35—-40=—-5#0,

sa vi drar slutsatsen att var matris ar inverterbar.

Lat oss nu anvidnda den algoritm som presenteras pa sida 110: Om en godtycklig matris A
dr inverterbar sd kommer matrisen [A, I] vara radekvivalent med matirisen [I, A71], sd allt vi
behover gora ar att radreducera.

[A,I]—E 01 ﬂ E 2 s ﬂ B 2 _15)5 (1)
S P RN PRV AR B

Inversen ges alltsa av

11-7 10
-1 _
4 _5{4 _5].

Aa-l— L[p 0] [=7 0] _ 1[5%(=7)+10%4 5x10+10%(-5)
T 504 7|4 5| 5 |4x(=T)+Tx4 4x10+7%(=5)
1 1
5

414 = [—7 10} {5 10}_ [(—7)*5+10*4 (—7)*1o+10*7]: [5 0}2[1 0].

T 5| 4x54+(=5)%4 4x10+(=5) T
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Problem 2.3.6

Avgor huruvida matrisen

1 -5 -4
A=10 3 4
-3 6 0

ar inverterbar. Anvand sa fa berdkningar som mojligt, men rattfardiga ditt svar.

Losning: The Invertible Matrix Theorem pa sida 114 ger oss manga olika metoder for att
kontrollera huruvida matrisen &r inverterbar. En sadan metod &r att kontrollera om matrisen
har en pivot-position fér varje rad:

1 -5 -4 1 -5 —4 1 -5 —4
A=10 3 4 ~ (0 3 4 ~ |10 3 4
-3 6 0 0 -9 -—-12 0 0 0

Denna matris har alltsa ingen pivot-position pa sista raden, sd matrisen kan inte vara inverterbar.
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Lasvecka 5, évning 2

Problem 2.8.10

Lat
-3 -2 0 -2
A=10 2 —6], u=| 3
6 3 3 1

Avgor huruvida u ligger i Nul A.

Lo6sning: Vektorn u ligger i nollrummet till A om Au = 0, sa lat oss berdkna produkten.
-3 =2 0] [-2 (=3)%(-2) + (-2)x3 + 0x1 0
Au=|0 2 =6/ |3|=] 0%(-2 +  2%3 + (=6)x1| =10
6x(—2) + 33 + 3x1 0

Svaret ar alltsa Ja, vektorn u ligger i nollrummet till matrisen A.
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2.8.26

Lat A vara foljande matris tillsammans med dess reducerade trappstegsform:

3 -1 7 39 3 170 6
A_|2 2 275 o2 403
-5 9 3 3 4 0 0 011
-2 6 6 37 0 0 000

Finn en bas for Col A samt en bas for Nul A.

Losning: Att finna en bas for kolonnrummet dr en enkel uppgift, Theorem 13 pa sida 152 séger
némligen att pivotkolonnerna formar en sadan bas:

3 -1
-2

5| b2 =
-2

b1: ) b3:

D © N
W w g w

For att finna en bas till nollrummet behéver vi undersoka 16sningarna till ekvationen Ax = 0.
Den reducerade matrisen ger oss ekvationssystemet

31’1 — T2+ 71’3 + 61‘5 =0 Ir1 = 73333 - 2.5I5
2x9 +4x3 + 325 =0 <~ To = —2x3 — 1.5x5
Ty +2x5=0 T4 = —T5

dér x3 och x5 ar fria parametrar (vi hade saklart kunnat vélja tva andra fria parametrar). Varje
16sning till ekvationen Ax = 0 kan darfor skrivas som en linjarkombination

T -3 —2.5
To -2 —-1.5
x=|z3| =235 1 | +2x5 0 ,
T4 0 -1
T5 0 1
vilket innebar att
-3 —2.5
-2 —-1.5
bi=|1]|, by= 0 ,
0 -1
0 1

utgor en bas for nollrummet.
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Problem 2.8.32%

Om R ér en 6 x 6-matris och Nul R inte ér det triviala® delrummet, vad kan man séga om Col R?

Losning: Om nollrummet inte &r det triviala delrummet sa maste det existera fler &n en 16sning
pa ekvationen Rx = 0, vilket innebér att motsvarande ekvationssystem har minst en fri para-
meter. Detta betyder i sin tur att det finns kolonner som inte ar pivotkolonner, och eftersom
pivotkolonnerna utgér en bas for kolonnrummet sa maste detta ha farre &n 6 st basvektorer; vi
siger att kolonnrummets dimension’ ar strikt mindre #n 6.

Faktum &ar att dimensionen pa nollrummet ar lika med antalet fria parametrar och det finns
exakt en fri parameter per kolonn som inte &r en pivotkolonn. Vi far darfér relationen

dim Col R + dim Nul R = antalet pivotkolonner + antalet icke-pivotkolonner = 6.

Detta ar ett allmént resultat kallat the rank-nullity theorem eftersom det relaterar dimensionen
pa kolonnrummet (the rank) till dimensionen pa nollrummet (the nullity): Om R &r en godtycklig
m X n-matris sa ar

dim Col R + dim Nul R = n.

6The zero subspace. Jag &r osiker pa den svenska termen.

"Begreppet dimension introduceras i kapitel 2.9 och definieras helt enkelt som antalet element i en bas, sa
dimensionen pa kolonnrummet &r lika med antalet pivotkolonner. OBS att man inte kan finna en annan bas med
ett annat antal element, det dr bevisat att samtliga baser till ett givet vektorrum har samma antal element, sa
dimensionen #r en entydigt bestiamd siffra. Till exempel &r dim R? = 3 eftersom de tre stycken vektorerna

o R
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Problem 2.8.34%*

Om P &r en 5 x 5-matris och Nul P &r det triviala delrummet, vad kan du sédga om losningarna
pa ekvationen Px = b for b € R??

Losning: Om Nul P ar det triviala delrummet s& innehaller ekvationssystemet Px = 0 inga fria
parametrar, sa varje kolonn i matrisen P #r en pivotkolonn. Fér varje b € R® kommer vi dérfor
fa radreduceringen

Py P2 P13 Pu Pis b 1 00 0 0 a
Py Py Poz Py Pys by 01 00 O0 b
[P,b]= |Ps1 P P33 P3y P35 b3 ~ |0 01 0 0 ¢
Py Pip Pis Py Pis by 00010 d
Psy Ps; Psz Psy DPss bs 000 0 1 e

for nagra siffror a, b, ¢, d, e som beror pa vilken vektor b vi har valt. Ekvationen Px = b har
dérfor den unika 16sningen

>
|
o a0 o8

Notera att det inte spelar nagon roll att P ar en 5 X 5-matris, det enda som kréavs ar att matrisen
ar kvadratisk (eftersom vi behover exakt ett pivotelement per rad och kolonn). Vi kan alltsa dra
samma slutsats for alla kvadratiska matriser: Om P ar en n x n-matris och Nul P ar det triviala
delrummet s& har ekvationen Px = b en unik 16sning for varje b € R™.

Ett annat sitt att komma fram till samma resultat ar att tillimpa the invertible matrix theorem:
om P dr en n X n-matris och Nul P ar det triviala delrummet sa har ekvationen Px = 0 inga fria
parametrar; ekvationen har bara den triviala losningen x = 0. The invertible matrix theorem
séger darfor att matrisen P &r inverterbar, sa for varje b € R™ har ekvationen Px = b den unika
16sningen x = P~ 'b.

Ett tredje sétt att fa information om I0sningarna till Px = b &r att anvdnda faktumet att
matrismultiplikation &r en linjar operation: Antag att x; och x5 &r tva losningar pa samma
ekvation Px = b. Da ar

P(x; —x2) = Px1 — Pxo=b—-b=0.

Vektorn x = x; — xo ar alltsa en 16sning pa ekvationen Px = 0 men eftersom Nul P &r det
triviala delrummet sa existerar bara en enda l6sning pa denna ekvation, ndmligen x = 0. Det
foljer att x; = x5. Detta séger oss att om ekvationen Px = b har en 16sning sa ar den l6sningen
unik, det finns inte fler 16sningar, men det sdger inte om 16sningen existerar fran férsta borjan.
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Problem 2.9.4

Lat

e[ we [ [

Vektorn x ligger i ett delrum H med bas B = {by,by}. Hitta koordinaterna fér vektorn x i
denna bas.

Losning: Uppgiften séger alltsa att vektorn x kan skrivas som en linjarkombination
x = c1b1 + cabg,

och vi ombeds hitta vardena pa skaldrerna c; och cs. Dessa skaldrer kallas ocksa for koordinaterna
for vektorn x i basen B. Ovanstaende linjairkombination kan tolkas som ekvationen

ci| 1 =2 |e| |3
b vl =< = L T -[7)
sa vi kan 16sa problemet genom radreducering:
1 -2 -3 1 -2 -3
-4 7 7 0 -1 -5

Losningen ar alltsa ¢; = 7 och ¢ = 5, vilket funkar finfint:

=7

1 0 7
0 1 5]°
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Problem 2.9.12

Lat A vara foljande matris tillsammans med dess reducerade trappstegsform:

1 2 -4 3 3 1 2 -4 3 3
A= 5 10 -9 -7 8 100 1 -2 0
4 8 -9 -2 7 0 0 O 0 -5
-2 -4 5 0 —6 00 O 0 0

Finn en bas for Col A samt en bas for Nul A, och bestdm dimensionerna hos dessa tva delrum.

Lo6sning: Kom ihéag att pivotkolonnerna ger en bas for kolonnrummet:

1 —4 3
b) -9 8
bl - 4 ) b2 - —9|” b3 - 7
—2 5 —6

Kolonnrummet har alltsa en bas innehallandes tre stycken basvektorer, sa dess dimension ar 3.

For att hitta en bas for nollrummet tittar vi pa losningarna till ekvationen Ax = 0. Den
reducerade matrisen ger oss ekvationssystemet

T, + 229 —4x3 + 324 + 325 =0 xr1 = —2x9 + 514
T3 —2x4 =0 — T3 = 224
—51‘5 =0 Ty = 0

med de fria variablerna xs och z4. Varje 16sning till denna ekvation kan alltsa skrivas som

-2 5
1 0
x=x2| 0 | +z4|2],
0 1
0 0
sa de tva vektorerna
-2 5
1 0
bi=|[0]|, by=12{,
0 1
0 0

utgdr en bas for nollrummet. Detta rum har saledes dimension 2.
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Problem 2.9.20

Vad &r rangen hos en 4 x 5-matris vars nollrum ar tredimensionellt?

Losning: Rangen hos en m X n-matris A definieras som dimensionen pa kolonnrummet,
rank A = dim Col A,
sé vi kan anvinda oss av the rank theorem?® pa sida 159:
rank A + dim Nul A = n.
Var matris har 5 kolonner och nollrummet har dimension 3, sa

rankA=n—-—dimNul A=5-3=2.

8Som vi beskrev i en tidigare uppgift kallas detta resultat fven the rank-nullity theorem.
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Problem 2.9.24%*

Konstruera en 4 x 3-matris med rank 1.

Lo6sning: Rangen hos en matris dr dimensionen pa kolonnrummet och vi vet att pivotkolonnerna
utgor en bas for detta rum, sa uppgiften ber oss att konstruera en 4 x 3-matris med en enda
pivotkolonn. Min filosofi ar att den bésta losningen ar en enkel 16sning, sa vi behover inte gora
nagot mer avancerat dn att ta foljande matris:

SO O =
o o oo
o o oo
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Lasvecka 6, évning 1

Problem 3.1.20

Syftet med denna uppgift dr att undersdka effekten som en radoperation har pa determinanten.
Berakna determinanten for de tva radekvivalenta matriserna

a b h a+kec b+ kd
c d oc c d ’

Losning: Determinanten av den forsta matrisen ges av formeln

a b

det L d

} = ad — be.
Determinanten av den andra matrisen ges enligt samma process: borja med att multiplicera de

tva diagonalelementen och subtrahera sedan produkten av de tva andra elementen.

a+kec b+ kd

det [ d

} = (a4 ke)d — ¢(b+ kd) = (ad + ked) — (b + ked) = ad — be.

Radoperationen har alltsa ingen paverkan pa determinanten.
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Problem 3.2.22

Anvénd determinanter for att avgéra huruvida matrisen

5 1 -1
A=|1 -3 -2
0 4 3

ar inverterbar.

Lo6sning: Denna uppgift bygger pa Theorem 4 pa sida 173, som séger att en matris &r inverterbar
om och endast om det A # 0. Detta ar alltsa &nnu en del av the Invertible Matrix Theorem,
och det dr den héir metoden som jag personligen anvénder for att undersoka huruvida en matris
ar inverterbar (men jag berdknar normalt inte determinanten f6r hand, det blir valdigt traggligt
om matrisen ar storre &n 3 x 3).

Via det hér teoremet inser vi ocksa att nédstan alla matriser ar inverterbara: om du konstruerar
en matris helt pa mafa och slénger in en massa random siffror pa olika stéllen i matrisen sa ar det
valdigt osannolikt att siffrorna skulle balansera varandra pa ett sadant sitt att determinanten
blir exakt lika med 0. Det ar osannolikt att en given matris har determinant 0 av ren slump.
Om du arbetar med nagot problem inom exempelvis kemi och stéter pa en matris som inte
ar inverterbar sa lar detta alltsa inte vara en slump, faktumet att matrisen inte ar inverterbar
lar sdga dig nagonting viktigt om problemet som du betraktar. Till exempel innebéar det att
16sningar pa ekvationen Ax = b inte behver vara unika eller ens existera.

Lat oss nu berdkna determinanten av ovanstaende matris, och l1at oss gora det pa tva olika sétt.
Forst anvander vi féljande metod:

4 3 0 3 4

=5((=3)¥3 - (=2)#4) = 1(143 = (=2 %0) + (-1)(1+4 - (-3) 5 0) =
=5x(—-1)—1%x3—-1x4=-12.

det A = 5det [_3 _2} — 1det F _2} + (—1) det [(1) _3} =

dér de tre termerna kommer fran foljande indelningar av matrisen A:
G 1 -1 5 (D -1 5 1 (1)
1 % | @ 73 % | @ _2
0o @ © 4 © @ 3
En annan metod ar att radreducera matrisen sa att den star pa trappstegsform. Determinanten
kommer i sa fall vara produkten av diagonalelementen * (—1)" dar r &r antalet ganger vi har

bytt plats pa tva rader i matrisen, och till sist dividerar vi detta med eventuella skalningar som
vi har gjort av raderna. Se Theorem 3 pa sida 171. Vi far att

5 1 -1 1 -3 -2 1 -3 -2
1 -3 -2 ~ 0 4 3|~ 10 4 3],
0 4 3 0 16 9 0 0 -3

sd det A = (—1)2 % 1 x4 % (—3) = —12, precis som ovan. Matrisen dr inverterbar ty det A # 0.
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Problem 3.3.6*

Anvéand Cramer’s rule for att berdkna 16sningen pa foljande ekvationssystem:

1+ 32 +2x3 =4
71‘14‘21’3:2
31 +x9 =2

Lo6sning: Ovanstaende ekvationssystem kan skrivas om pa formen Ax = b:

1 3 1 il 4
-1 0 2| |zo| = |2
3 1 0 T3 2

x b

Cramer’s rule siger att om matrisen A &r inverterbar och om A;(b) dr matrisen dir den i:te
kolonnen &r utbytt mot vektorn b,

A’L(b) = [al e a;_1 b a1 o an} ,
sa kommer ekvationen Ax = b ha den unika 16sningen

- det Al (b)

S T
v det A ! "

Vi borjar med att berdkna det A for att se om matrisen ar inverterbar. Radreducering ger

1 3 1 1 3 1 1 3 1 1 3 1
A=1]-1 0 2| ~ |0 3 3| ~ 10 3 3] ~ [0 1 6 |,
3 10 0 -8 -3 0 1 6 0 0 -15

s& matrisen har determinanten (—1)% x 1% 1 % (—15) = 15 och #r diirmed inverterbar.

Lat oss nu berdkna determinanterna for de tre matriserna A;(b), A2(b), As(b).

(4 3 1 2 0 2

Aib)=12 0 2| ~ [0 1 -2 = det Ay (b) =6,
2 10 00 3
(1 4 1] (1 4 1

As(b)=1|-1 2 2| ~ |0 2 3 = det Ay(b) =12,
'3 20/ |00 —6
(1 3 4] 1 3 4

As(b)=1]-1 0 2| ~ |0 1 8 = det A3(b) = 18,
'3 12 |00 -18

Ekvationen Ax = b har saledes 16sningen

L_6_2 124186
TS T 15 T 155

vilket ar latt att verifiera for hand.
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Problem 3.3.28%*

Lat S vara den parallellogram som bestdms av vektorerna

b, = {_47} , by = [ﬂ , och sétt A= E) ﬂ .

Berékna hur arean hos parallellogrammen S foréndras genom transformationen 7' : x — Ax.

Lo6sning: Theorem 10 pa sida 184 séger att parallellogrammens area kommer forédndras med en
faktor som bestdms av determinanten hos matrisen A:

area(T'(S)) = det A x area(S) = (5% 1 — 2 % 1)area(S) = 3 x area(S).

Arean kommer med andra ord att bli 3 ganger storre.
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Problem 5.1.6

1 3 6 7
Ar vektorn x = | —2| en egenvektor till matrisen A = [3 3 7|? Hitta i sa fall egenvérdet.
1 5 6 5
Losning: Per definition &r x en egenvektor till matrisen A om Ax = Ax foér nagon skalér A, som
vi i sa fall kallar fér egenvérdet till x. Vi finner att
3 6 7 1 -2 1
Ax=13 3 7| |-2| =4 ]| =-2|-2| =-2x,
5 6 5 1 -2 1
sa x ar en egenvektor till matrisen A med egenviarde A = —2.
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Problem 5.1.12

Lat

Hitta en egenbas for respektive egenrum.
Losning: Tillsammans kommer egenvektorerna utgora en bas for hela vektorrummet RZ,

Lat oss leta efter en egenvektor med egenvirde A = 1, dvs. vi maste 16sa ekvationen Ax = x.
Skriver vi om denna ekvation som (A — I)x = 0 sa kan vi representera den pa matrisform som

6 4 T1| _ 0
-3 -2 T2 o (1
—_——
A-1
Denna ekvation svarar mot ekvationssystemet

61[,’1 +4l’2 =0
73561 72932 :O,

vilket har en fri variabel x; och I6sningen

Med andra ord ar egenrummet for A = 1 endimensionellt med basvekto b = {_} 5} .

For att finna en egenvektor med egenvéirde A\ = 5 sa loser vi ekvationen Ax = 5x pa samma sétt
som ovan, genom att forst skriva om ekvationen som (A — 5I)x = 0:

B 2JE-6

Denna ekvation svarar mot ekvationssystemet

2.%1 + 4£C2 =0
—3:61 — 6582 =0

vilket har en fri variabel x; och I6sningen

Med andra ord ar egenrummet for A = 5 endimensionellt med basvektor b = [_(1) 5] .
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Problem 5.1.23%*

Forklara varfor en 2 x 2-matris kan ha hogst tva olika egenvirden. Forklara varfor en n x n-matris
kan ha hogst n olika egenvarden.

Losning: Ett 16sning pa denna uppgift far man genom att titta pa Theorem 2 pa sida 272, som
sdger att om vi,...,v, ar egenvektorer som svarar mot distinkta egenvarden Ai,..., A\, sa ar
vektorerna linjéart oberoende. Vi kan alltsa inte ha fler 4n n stycken distinkta egenvérden eftersom
vi inte kan ha fler 4n n stycken linjart oberoende vektorer i ett n-dimensionellt vektorrum.
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Problem 5.2.14

Finn den karaktéristiska ekvationen for matrisen

5 =2 3
A=10 1 0
6 7 =2

Lo6sning: Idén bakom det karaktéristiska polynomet &ar foljande: Om A ar ett egenvéarde till
matrisen A s& existerar minst en nollskild (egen)vektor v sadan att Av = Av. Om vi skriver
om denna ekvation som (A — A\I)v = 0 sa ser vi att matrisen A — AI har en icketrivial 16sning
pa ekvationen (A — A\I)x = 0, sa the invertible matrix theorem séger att matrisen A — Al inte
ar inverterbar. En annan del av the invertible matrix theorem séger darfor att det(A — AI) =0
och det ar genom att 16sa denna ekvation som vi finner egenviardena \.

Lat oss nu berdkna determinanten.
5—X =2 3

det(A—M)=det| 0 1-Xx 0 |=
6 7T —2-)

:(5_A)det{17’\ _ZO_J—(—?)det[g —QO—A]+3[2 17A}:

:(5—A)«1—Ax—2—x)+o*7)—(—m(o*(_z—x)—o*6)+3(0*7—(1—A)*§):
= (5= A1 - N2+ N +18(1 - \) =

=(A\?=3A+8)(1-)\) =

=2 +4X2 - 11N +38.

Det karaktiristiska polynomet #r alltsd —A3 4+ 4\? — 11\ + 8. Den karaktiristiska ekvationen far
man om man satter polynomet till O:

det(A — M) =—X\3+4\2 — 11\ +8 =0.
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Problem 5.2.18%

Lat
5 -2 6 -1
0 3 h O
A= 0 0 5 4
0 0 0 1

Man kan visa att den algebraiska multipliciteten hos ett egenvéarde \ alltid ar storre &n eller lika
med dimensionen hos motsvarande egenrum. Finn det varde pa h i ovanstaende matris som gor
egenrummet for A = 5 tvadimensionellt.

Lo6sning: Vi finner egenvektorerna med egenvirde A = 5 genom att 16sa det ekvationssystem
som svarar mot matrisekvationen (A — 5I)x = 0. Radreducering ger

0 -2 6 -1 01 -3 0
0 -2 h 0 0 0 h—6 0

A=SI=1s o o 4|~ oo o 1|
0 0 0 —4 00 0 0

sé ekvationssystemet har 16sningen

1 fri variabel
To — 31‘3 =0

=3
(h—6)z3=0 = T2 = s
(h—6)£l)‘3:0
.’)34:0
{,C4:0

Om h = 6 sa blir 3 en fri variabel och den allménna l6sningen pa (A — 5I)x = 0 kan skrivas

O = Wwo

Egenrummet &r tvadimensionellt, eftersom vi har tva basvektorer.

Om h # 6 sa ger ekvationen (h — 6)xs = 0 att 3 = 0. Detta ger i sin tur att o = 3z3 = 0. Den
allménna l6sningen pa ekvationen (A — 5I)x = 0 kan darfor skrivas som

Egenrummet dr endimensionellt, eftersom vi bara har en basvektor.

Egenrummet for A = 5 ar alltsa tvadimensionellt om och endast om h = 6.
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Lasvecka 7, évning 1
Problem 5.3.8

Om mojligt, diagonalisera matrisen
5 1
Bl
Lo6sning: Vi foljer den metod som presenteras pa sidorna 285-286 i kursboken.

Steg 1. Berdkna matrisens egenvdirden.

Eftersom matrisen dr pa trappstegsform ligger egenvérdena pa diagonalen, matrisen har
alltsa det enkla egenvéirdet A = 5. Indeed, det karaktéristiska polynomet

. 5—A 1 e 2
det(A)\I)det{ 0 5_)\](5 A)

har den enda l6sningen A = 5.

Steg 2. Finn tva linjdart oberoende egenvektorer till matrisen.

Eftersom matrisen bara har ett egenvirde sa maste varje egenvektor v uppfylla ekvationen
Av = 5v = (A-5I)v=0,

sa vi kan finna egenvektorerna genom att radreducera matrisen A — 51. Detta ar en latt
uppgift eftersom denna matris bara har en etta uppe i hogra hornet, alla andra matris-
element &ar lika med noll, s& matrisen ar redan radreducerad och svarar mot ekvationssys-
temet v, = 0. Varje egenvektor kan alltsa skrivas pa formen

b
V=0 0l

vilket innebédr att egenrummet &r endimensionellt. Vi kan alltsa inte hitta tva stycken
linjért oberoende egenvektorer till matrisen A, sa matrisen &r inte diagonaliserbar.

Denna uppgift illustrerar ett allmént resultat som séger att en n X n-matris ar diagonaliserbar
om dess egenvektorer bildar en (egen)bas for R™, och detta dr omgjligt att géra om nagot av
egenrummen har for 1lag dimension; den algebraiska multipliciteten? méste vara lika med den
geometriska multipliciteten!® for varje egenvirde. I vart fall har egenvirdet A = 5 den algebraiska
multipliciteten 2 men den geometriska multipliciteten 1, sa matrisen dr inte diagonaliserbar.

9 Antalet ganger faktorn egenvdrde — \ forekommer i det karaktéristiska polynomet.
10Dimensionen pa egenrummet.
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Problem 5.3.16

Om mojligt, diagonalisera matrisen

0 -4 -6
A=1|-1 0 =3[,
1 2 5

givet egenvardena A = 2, 1.

Losning: Eftersom uppgiften har givit oss egenvirdena sa hoppar vi direkt till Steg 2. i den
metod som beskrivs pa sidorna 285-286 i kursboken.

Steg 2. Finn tre linjart oberoende egenvektorer till matrisen.

Vi borjar med att hitta egenvektorerna for egenvéirdet A = 1 genom att radreducera

-1 -4 -6 1 0 2
A-IT=]-1 -1 -3| ~ |0 1 1
1 2 4 0 0 0

Detta siger oss att ekvationen (A — I)v = 0 har den allménna l6sningen

v, +2v3 =0 b1 —2
= v=|vg| =w3 |—1
Vg + V3 = 0 U3 1

Egenrummet for A = 1 &r alltsa endimensionellt med ovanstaende vektor som bas.

Pa samma sitt finner vi egenvektorerna for egenvardet \ = 2:

-2 -4 -6 1 2 3
A-2I=|-1 -2 -3 ~ |0 0 O
1 2 3 0 0 0

Detta siger oss att ekvationen (A — 2I)v = 0 har den allménna l6sningen

(%4 -2 )
{x1—|—2x2+3x320 = v=|ve| =vo | 1| +wv3| 0
U3 0 1

Egenrummet for A = 2 &r alltsa tvadimensionellt med ovanstaende vektorer som bas.

De tre linjart oberoende egenvektorer som vi ar ute efter ar alltsa

-2 -2 -3
V] = -1 s Vo = 1 5 V3 = 0
1 0 1

Steg 3. Konstruera matrisen P = [vl Vo Vg].

Sagt och gjort:
-2 -2 -3
P:[V1 Vo Vg}: -1 1 0
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Steg 4. Skapa den diagonala matrisen D fran motsvarande egenvdrden.

Matrisen D &r diagonalmatrisen vars i:te element ar egenvéardet for v;:
100
D=0 2 0
0 0 2

Vi #r nu klara. Om vi har gjort riitt sa ska matriserna uppfylla ekvationen A = PDP~! och vi
kan kontrollera detta genom att undersoka huruvida AP = PD. Indeed,

[0 -4 —-6] [-2 -2 -3 [—2 —4 —6]
AP=1|-1 0 -3||-1 1 of|=|-1 2 o],
12 5] [1 0o 1 10 2]
[—2 —2 =37 [1 0 0 [—2 —4 —6]
PD=|-1 1 0]1]0 2 0 =|-1 2 0
1 0 1]f0o 0 2 10 2]
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Extramaterial: Vad innebar det egentligen att diagonalisera en matris? For att svara pa
denna fraga maste vi forsta inneborden hos ett basbyte, en férédndring av koordinatsystemet
i vektorrummet som vi arbetar i. Lat oss begrédnsa oss till tre dimensioner for att forenkla
notationen. Normalt skriver vi en vektor pa formen

<
Il
SRS

dér x,y, z ar vektorns koordinater i det vanliga tredimensionella rummet, sa till exempel pekar
vektorn med koordinaterna x = 0, y = 0, z = 1 rakt uppat. Foljande figur visar standardbasen
i svart och de tre egenvektorerna vy, vo, v3 i rott:

x
Vad notationen v = [y | egentligen betyder ar att vektorn kan skrivas som en linjarkombination
z

vV = ze; + yes + ze3

dér ey ar enhetsvektorn som pekar i z-led, och sa vidare. Vektorns koordinater (z,y, z) ar helt
enkelt de skaldrer som vi behover placera framfor vara basvektorer for att fa vektorn v.

Faktumet att de tre egenvektorerna utgdr en bas for R innebér att varje vektor v kan skrivas
som en linjarkombination
v =avy + bvy + cvs (14)

vilket innebéar att vektorn v har koordinaterna (a, b, c) i denna egenbas. Ovanstaende linjarkom-
bination kan sammanfattas mer koncist genom att skriva

<
Il
SRS
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om vi kommer ihag vilka basvektorer vi anvander. Samma vektor v kan alltsa skrivas som en
kolonnvektor pa flera olika satt beroende pa vilken bas vi anvénder:

x
Standardbasen: v =ze; +yes +ze3 = |y,
_Z_
=
Egenbasen: v=avy+bvy+cvy = |[b
._c_.
Till exempel kan den forsta egenvektorn vy skrivas pa foljande vis:
—2
Standardbasen: v; = (—2)e; +(—1)ex + leg = |—1|,
1

1
Egenbasen: vi=1vy +0vy +0vy = [0
0

Att arbeta i egenbasen innebér att vi tdnker pa varje vektor som en linjarkombination (14) med
koordinater (a, b, c), och vi kan da plotta varje vektor genom att placera a- och b-koordinaterna
pa de tva horisontella axlarna och c-koordinaten pa den vertikala axeln. Precis som pa foregaende
bild ar de tre egenvektorerna

vy = 1vy + 0vy + Ovs,
Vo = 0V1 + 1V2 + OV3,
V3 = OVl + 0V2 + 1V3

plottade i rott, medan de tre standardbas-vektorerna

e = 161 + 062 + 063 = (71)V1 + (*0.5)V2 + 0.5V3,
ey = 0eq; + les + Oez = (—2)V1 + (—0.5)V2 + 1vs,
ez = 0e; + 0es + leg = (—3)V1 + (—1.5)V2 + 2v3

ar plottade i svart.
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Att byta fran standardbasen dér vi representerar vektorer som kolonner

n ey

till egenbasen (eller nagon annan bas) dér vi representerar vektorer som kolonner

a
b
c

)

kallas att gora ett basbyte. Nar vi utfér ett basbyte sa &r det inte bara vara kolonnvektorer
som far nya koordinater, matriserna far ocksa nya matriselement. Kom ihag att varje m x n-
matris representerar en linjér transformation 7' : R™ — R™ enligt ekvationen T'(x) = Ax och
matriselementen beror pa vilken bas vi arbetar i, men den underliggande linjara transformationen
ar basoberoende. Vad detta innebér ar att de tva matriserna

0 —4 —6 1 00
Standardbasen: -1 0 =3, Egenbasen: 0 2 0},
1 2 5 0 0 2

representerar samma linjara transformation 7 : R® — R3 i tv4 olika baser. Diagonalmatriser
ar valdigt latta att arbeta med, s& om man undersoker en linjar transformation 7' blir det ofta
enklare om man byter till egenbasen dér transformationen representeras av en diagonalmatris.
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Problem 5.7.6

Los begynnelsevéardesproblemet

" x'(t) = Ax(t), (15)
for A= B :ﬂ L x(0) = B] . och  t>0.

Notera att origo ar en stationar punkt:
x=0 = x'(t) = A0 = 0.

Avgér huruvida den stationédra punkten x = 0 ar attraktiv, repulsiv eller en sadelpunkt. Finn
dven den mest attraktiva/repulsiva riktningen.

Loésning: Idén ar att skriva x(t) i egenbasen, det vill séiga som en linjarkombination
x(t) = a(t)vy + b(t)ve
av de tva egenvektorerna vy, vg, och underséka vad ekvationen (15) sétter for krav pa a(t), b(t).
Genom att derivera ovanstaende vektor x(t) far vi relationen
a(t)vi + 0 (t)vy = X' (t) = Ax = a(t)Avy + b(t) Avy = Aa(t)vi + A2b(t)va,
dar A, Ag ar de tva egenvirdena. Fran denna relation drar vi slutsatsen att!!
a'(t) = Maf(t) och b (t) = A2b(t).
Dessa ar differentialekvationer med l6sningarna
a(t) = a(0)er?, respektive b(t) = b(0)e?!,
sa om vektorn x(t) uppfyller ekvationen x'(t) = Ax(t) maste den vara pa formen
x(t) = a(0)eMvy + b(0)e 2t vs.

Detta ar den allménna lésningen pa ekvationen x’(t) = Ax {or en allmén 2 x 2-matris, forutsatt
att matrisen har tva stycken linjart oberoende egenvektorer som i si fall bildar en bas for R2.

I vart fall har matrisen egenvardena Ay = —1 och Ay = —2 med egenvektorer

aefl l]

s& 16sningen pa ekvationen x’(t) = Ax(t) kan skrivas som

x(t) = a(0)e " H +b(0)e [zﬂ - {Z%i—z i gzgggg:zi

11Hsr har vi antagit att de tva egenvektorerna vi,vs ar linjart oberoende, eftersom ekvationen
(a’(t) — Ara(t)) v + (b () — A2b(t))v2a = 0
i sa fall implicerar att bada koordinaterna ar 0:
a'(t) — M\a(t) = 0, och b (t) — A2b(t) = 0.

Om de tva vektorerna ar linjart beroende sa kan vi inte dra denna slutsats.
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Begynnelsevirdena a(0) och b(0) hittar vi genom att jamfora med det kdnda virdet pa x(0):

m =x0)= {am) - 3b(0ﬂ - { Zﬁgi _ : '

Losningen ar alltsa
Se~t — 2e72t
X(t) = |:5e—t _ 36_2t

Fundera nu 6ver vad som hidnder med denna vektor 6ver lang tid. Néar tiden ¢ &r véldigt stor sa
ar exponentialerna e~* och e~?* vildigt sm4, s& vektorn kommer nirmre och nirmre nollvektorn
ju langre tiden gar. Detta innebér att nollvektorn &r attraktiv, vilket alltid &r sant nér bada
egenvardena ar negativa.

Om egenvirdena istéllet hade varit positiva sa hade exponentialerna e*t* och e*?* blivit stérre och

storre med tiden och vi hade hamnat langre och langre fran origo, vilket innebér att nollvektorn
hade varit repulsiv. Situationen blir lite mer komplicerad om ett egenvérde ar positivt och ett
ar negativt, i sa fall séger vi att nollvektorn ar en sadelpunkt. Men i vart fall 4r nollvektorn som
sagt attraktiv eftersom egenvérdena ar negativa.

Olika vektorer x(t) fardas mot origo olika snabbt, beroende pa vilken riktning de ligger i. Den
mest attraktiva riktnigen ar den riktning som svarar mot det mest negativa egenvardet Ao = —2.
Med andra ord kommer vektorerna pa formen

x(t) = b(0)e * vy

att fardas snabbast mot origo.
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Problem 5.7.12

Lat
-7 10
A=,

Konstruera den allmanna l6sningen pa ekvationen x’ = Ax inklusive komplexa egenvirden och
finn sedan den allménna reella 16sningen. Beskriv hur en typisk bana ser ut.

Loésning: Vi fann den allmanna losningen pa ekvationen x’ = Ax i forra uppgiften,
x(t) = ape™Mtvy + bpe v,

och eftersom vi inte antog att egenvirdena Ai, Ao &r reella sa géller samma 16sning &ven om vi
har komplexa egenvirden. De tva egenvirdena ges av den karaktéristiska ekvationen:

det(A— X)) =2 +22+5=0 = M=—-142i, do=-1-—2i

och om vi radreducerar matriserna A— A1 I respektive A— X1 finner vi motsvarande egenvektorer

3—1 341
Vi = 9 s Vo = 9 .

Den allméanna losningen pa ekvationen x’ = Ax ar alltsa linjarkombinationen
3—1| (—142 3+i4| (_1-9
x(t)=ao[ 2 }a 1+2”+b0[ 2 ]e( o

och idén ar att dela upp den allménna losningen i en reell och en komplex term:

x(t) = Re (x(t)) + i Im (x(t))
Vi finner den reella 16sningen genom féljande formel, dar komplexkonjugatet x(t) fas fran x(t)
genom att byta tecken pa varje 1.

Ro (x(1) = 5 (x(0) +x(0) = 32 (|2 7| oo [P 1] moann),

Detta uttryck kanske inte ser ut att vara en reell vektor eftersom vi fortfarande har en massa i:n
overallt, men om man matar in detta uttryck i Matlab och utvarderar den for olika varden pa ¢
sa mérker man att man bara far ut reella varden pa vektorerna. Alla 7:n tar ut varandra.

Det gar att fa bort alla i:n om man anvénder formeln
e TPt = ¢%(cos f + isin B)

och delar upp de tva vektorerna vy, vy i sina reella och komplexa komponenter:

3—i| (—142i)¢ , |3 (—1—2i) _
R e

_ (E’] _ H Z) e’t(cos2t+isin2t> n <m n H z) e*t(cos%fisinzt) -

— 2cos(2t)e " B} +2sin(2t)e ! H
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Den reella losningen kan nu skrivas som

_¢ |3 cos(2t) + sin(2t)
_ t

Re (x(t)) = (ao + bo)e 2 cos(2t)
En typisk bana gar i en sorts spiral ned till den attraktiva punkten origo, vilket nedanstaende figur
visar. Man kan &ven se detta om man noterar att de trigonometriska funktionerna i lésningen
héller sig runt relativt sma virden medan exponentialen e~* pressar Re (x(t)) nedat mot origo.

0.6~
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Lasvecka 7, évning 2

Problem 6.2.10

Visa att de tre vektorerna

3 2 1
u; = -3 5 Uy = 2 5 1
0 -1 4
utgdr en ortogonal bas for R3, och skriv féljande vektor i denna ortogonala bas:
.
x=|-3
1

Losnng: For att se att de tre vektorerna utgor en ortogonal bas berdknar vi skalarprodukterna:
up-up=3%2+(=3)x24+0x(—-1)=0,
upcuz3=3%14+(-3)*14+0x4=0,
Up-uz3=2%1+2%x1+4(-1)*x4=0.

Alla tre skalarprodukter ar lika med noll, sa vektorerna &r ortogonala mot varandra. Detta
medfor att vektorerna ocksa &r linjart oberoende, for om ¢y, co, cg ar skalarer sadana att

ciuy + cous + cguz = 0, (16)

sa far vi for alla tre index i = 1,2, 3 att
2
0=u;-0=nu;- (61u1 + coun + 03113) = U, - Uy + Uy - U + 3y - ug = ¢ flw ||

Ingen av vektorerna u; &r nollvektorn, sa vektornormen |[|u;|| ar nollskild och vi drar slutsatsen
att ¢; = 0. Ekvation (16) kan alltsa bara vara uppfylld om alla tre skaldrer &r lika med noll, sa
per definition &r vektorerna linjart oberoende.

De tre vektorerna uy, us, uz utgor alltsa en ortogonal bas for R3, sa allt som aterstar &r att skriva
vektorn x som en linjarkombination av dessa:

c1uy + caug + c3us = X.

Viardena pa skalarerna ¢ kan vi hitta med hjalp av en fiffig metod: For ¢ = 1,2,3 har vi

||2 u; - X

u X =u;- (01111 + coup + 03113) = cifu = 7wl
3

Om vi tillampar denna formeln pa vara vektorer sa far vi skaldrerna
u X 3x5+(=3)x(=3)+0x1 24 4

Cc1 — = J— —

[EHE 32+ (=3)2+02 18 3’
02:ug'x:2*5—1-2*(—3)4-(—1)*1:%:1
a2 22 422 + (—1)2 9 3
Cugex Ix54+1x(=3)+4x1 6 1
T wl? 12 + 12 + 42 T8 3

och det ar 1att att kontrollera att dessa siffror stAmmer:

L4l
—u — U —Uu3 = X.
3+ T3 230
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Problem 6.3.8

Lat W vara det delrum till R? som spinns upp av vektorerna

1 -1
u; = 1 5 Ug = 3
1 -2
Skriv vektorn
-1
y=1|4
3

som en summa av en vektor i W och en vektor som ar ortogonal mot W.

Losning: Vi anvander oss av The Orthogonal Decomposition Theorem pa sida 350, som séger
att om {uj,us} ar en ortogonal bas for W sa kan vektorn y skrivas unikt som y = § + z, dér

y u y u

u; + u eW
Jug 270 Jugf2 7

y =
och z =y — ¥ ar ortogonal mot W.

De tva vektorerna uy, us i uppgiften ar redan ortogonala, sa vi kan tillimpa teoremet omedelbart:

(=) *x14+4%x14+3x%1 (=) x(=1)+4%x3+3%(-2)
Zr1z+12

1
Ug = 2111 + —us.

y= (—1)2 432 + (—2)2 2

Vektorns ortogonala dekomposition ar alltsa y = § + z déar

3/2 —5/2
y=17/2|, z=y-9=11/2
1 2

Notera att de tva komponenterna indeed ar ortogonala:

. 3 ) 7 1 15 7
y~z_2*(—2)+2*2+1*2——4+4+2—O.
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Problem 6.3.12

Finn den narmaste punkten till

3
-1
Y= 1
13
i det delrum W som spéanns av vektorerna
1 —4
-2 11
Vl - _1 Y V2 - 0
2 3

Lo6sning: The Best Approxzimation Theorem pa sida 352 i kursboken séger att den nédrmsta
punkten till y i delrummet W ar den ortogonala projektionen y. Med andra ord,

ly =31 <lly = vl

for alla vektorer v € W sadana att v # y. Uppgiften ber oss saledes att berdkna den ortogonala
projektionen ¥ och detta &r en enkel uppgift: eftersom vektorerna vy, vy utgor en ortogonal bas
for delrummet W sa kan vi anvénda formeln i The Orthogonal Decomposition Theorem.

—1

. Yy va Yy -Vv2 )
f— f— 3 f—

U TR AR EACEER AU

9

Vi ar nu klara men for att verkligen illustrera att The Best Approzimation Theorem fungerar sa
kan vi testa att jamfora ||y — §|| med ||y — v|| for nagon vektor v € W, exempelvis v = vi — va.

4
ly =3l =1l || | = V42 +42 + 42 + 42 = V64 = 8,

ly = (v =va)ll = || | 5 | ll= V(=22 + 22 + 22+ 142 = /208 > 8
14

Har ar alltsa ett konkret exempel pa att ||y — ¥|| < |ly — v|| for varje v # § i delrummet W.
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Practice Problem 1.5.3

Antag att p ar en 16sning pa ekvationen Ax = b. Lat v, vara en godtycklig 16sning pa den
homogena ekvationen Ax = 0 och lat w = p + v;,. Visa att w ocksa ar en 16sning pa Ax = b.
Lo6s uppgiften med hjélp av Fredholms sats, det vill sdga Theorem 6.1.3 pa sida 337:

Freholms sats: Lat A vara en m X n-matris. Det ortogonala komplementet till Row A ar Nul A,
och det ortogonala komplementet till Col A dr Nul AT, Alltsa:

(Row A)X =Nul A och  (Col A)* = Nul AT,

Lo6sning: Teoremet séger oss att varje vektor x € R™ kan skrivas pa formen
X =X+ vy, X-vp =0,

dér X € Row A och v, € Nul A, det vill saga Avy, = 0.

Den allménna losningen pa ekvationen Ax = b kan séaledes skrivas som en partikulérlosning %
plus nagon l6sning v, pa den homogena ekvationen Ax = 0.

Kommentar: Den hér uppgiften ar valdigt enkel att 16sa d&ven utan Fredholms sats, eftersom
man bara behover anvanda linjariteten hos matrismultiplikation:

Aw = A(p+vp) =Ap+ Av, =b+0=Dh.

Jag ar oséiker pa hur jag ska 16sa uppgiften med hjéilp av Fredholms sats utan att nyttja faktumet
att matrismultiplikation &r linjart, vilket skulle géra Fredholms sats 6verflodig. Sa jag gor inte
klart den har uppgiften. Istéllet avslutar jag med ett argument som visar varfér nollrummet
Nul A ar ortogonalt mot radrummet Row A.

Kom ihag att radrummet ar det vektorrum som spéanns upp av matrisens radvektorer ry, ..., Tp,:
Row A =span{ry,...,rpnt={cir1 + - +cemrm | c1,-..,cm €R}.
Notera dven att matrismultiplikation kan tolkas i termer av skalarprodukter:

r r-x

Samtliga 16sningar x € Nul A pa ekvationen Ax = 0 &r ddrmed ortogonala mot samtliga rader:

0 I‘1'X:0

ry -x=0

Med andra ord #ir nollrummet ortogonalt mot radrummet: (Row A)L = Nul A.

Den andra halvan av Fredholms sats foljer om man noterar att Col A = Row A’ och tillimpar
den forsta halvan av satsen pa matrisen AT: (Col A)* = (Row A7)+ = Nul A7.
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Problem 6.4.12

Finn en ortogonal bas for kolonnrummet till matrisen

1 3 5
-1 -3 1
A= 0 2 3| = [Vl Vo V3] .
1 5 2
1 5 8

Lo6sning: Vi borjar med att radreducera matrisen for att hitta pivotkolonnerna, vilka utgdr en
bas for kolonnrummet. Om denna bas inte redan ar ortogonal sa kan vi anvénda basvektorerna
for att konstruera en ortogonal bas via Gram-Schmidt. Radreducering ger

1 3 95 1 3 5
-1 -3 1 0 2 3
0 2 3] ~ |0 0 6
1 5 2 0 0 0
1 5 8 0 0 0

Alla tre kolonner &r alltsa pivotkolonner och kolonnrummet &r saledes tredimensionellt, men
kolonnerna &r inte ortogonala mot varandra. Idén med Gram-Schmidt ar foljande:

Lat Wy vara det endimensionella delrum som spanns av den forsta kolonnvektorn u; = vy. Den
andra kolonnvektorn vy kan skrivas som sin projektion pa Wj plus dess ortogonala komplement:

Vo = Vo 4+ uy dar vo € Wy och Vo-ug =0.

Vi har nu tva stycken ortogonala vektorer u; = vy och us = vo — V9. Vi finner den tredje
vektorn pa samma satt: Lat Wy vara det tvadimensionella delrum som spénns av up, us och dela
upp den tredje kolonnvektorn vs i sin projektion pa Wy och dess ortogonala komplement:

vy = V3 + ug dar V3 € Wy och v3-u3=0.

De tre vektorerna uy, us, us bildar da en ortogonal bas fér kolonnrummet.

Lat oss nu ta reda pa hur vektorerna ser ut. Den forsta vektorn u; &r som sagt den forsta

kolonnvektorn:
1

1
u; =

HHO'

Den andra vektorn far vi via projektionen pa Wh:

3 1 -1

v -3 -1 1

u2:v2_‘72:v2_ ||2 ”21111: 2 —4 0 = 2
u;

) 1 1

) 1 1
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Lasvecka 7, Ovning 2 MVE465

Den tredje vektorn far vi via projektionen pa Ws:

5 1 -1 3
V3 - up V3 - Uy L 7 -1 3 1 3
U3 = V3 — V3 V3 B) 5 U2 = 3| — = 0 - = 2 = 0
[ || [z 2 2 1 2 1 -3
8 1 1 3
En ortogonal bas for kolonnrummet ar alltsa
1 -1 3
-1 1 3
u; = 0 N Ug = 2 5 us = 0
1 1 -3
1 1 3
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