1. Rank, kolonnrum, nollrum. L&sbarhet av linjira system. Exempel 1.

1 2 2

. -2 =3 -5

Betrakta matrisen A = 1 4 och vektor b = 0

-1 2 —6
a) Bestdm dimensionen av kolonnrummet C'ol(A) och dimensionen av nollrummet Null(A)
till A. (2p)
b) Bestdm om b hor till kolonnrummet C'ol(A) till A. (2p)
c) Betrakta transponat AT av A och ange en bas till dess nollrum Null(AT) och en bas
till dess kolonnrum Col(AT) (2p)
d) Anind basen till Null(AT) och Fredholm satsen for att bevisa att systemet Ax = b
dr losbart. (2p)

Losning.

a) Dimension av kolonnrummet till en matris kallas for matrisens rank och &r lika med
antalet pivot element. Dimention av nollrummet dr lika med antalet fria variabler och ér
lika med n — rank dér n dr antalet kolonner. Det ér ldtt att se att kolonnerna i A &r
linjirt oberoende: de &r tvéa ickeparallella vektorer i R%. Rank ir lika med 2. Nollummet
Null(A) bestar bara av en nollvektor och har dimension noll.

1 2 1 2
-2 -3 . e . 01
A= 1 4 | Gaussian elimination ger trappstegsmatrisen 0 0 .Man ser att
-1 2 0 0
kolonnerna i A #r linjért oberoende.
1 2 2 1 2 2
N . . . -2 -3 =5 01 —1
b) Gausselimination pa utvidgade matrisen L4 0 1'% o0 o som
-1 2 -6 0 0 O

visar att b hor till kolonnrummet Col(A) till A.

1 2
-2 =3 s [1 21 -1
A=11 4 ’A_{2—34 2]'
-1 2
-2 1 -1 Gauss 1 0 5% 7
. T o . . . .
Row echelon form till A fas med Gauss elimination: {2 34 9 } N {0 9 4
-5 -7
bas till nullspace Null(A") : v; = L=
0 1

d) Satsen om sambandet mellan ortogonala komplementet (Col(A))" till colonnrummet
C'ol(A)och nullrummet till transponat matris Null(A”) siiger att (Col(A))" = Null(AT).
Detta medfér Fredholm satsen som siger att systemet Ax = b har en 16sning om och



endast om b #r ortogonal till Null(AT). Detta foljer fran att b &r ortogonal till alla
basvektorer i Null(AT) : bade v; och v, i vart fall. Vi testar detta:

2 -5 2 -7

-5 —2 -5 —4 1o .

e 1 =0; o 11 o = 0. Systemet &r losbart enligt Fredholms sats.
—6 0 —6 1

Rank, kolonnrum, nollrum. L&sbarhet av linjira system. Exempel 2

11 1 1
Betrakta matrisen A = b2 4 , och vektor b = -1

1 3 7 -1

1 4 10 1
a) Bestdm om systemet Ax = b &r 1osbart. (2p)
b) Bestdm bas och dimension av kolonnrummet Col(A). (2p)
c) Betrakta transponat AT av A och ange en bas och dimension av dess nollrumm
Null(AT). (3p)
d) Bestdm om vektorn b &r ortogonal till Null(AT) och tillimpa Fredholm satsen for att
forklara om systemet med hogerledet b dr 16sbart. (1p)
Losningsforslag:

a) Vi genomfor Gausselimination pa utvidgade matrisen

11 1 1 111 1 111 1 111 1
1 2 4 -1 Gauss 013 -2 . 013 -2 . 01 3 -2
13 7 -1 0 2 6 -2 000 2 000 2
1 4 10 1 039 0 000 6 000 O

och far et matris pa trappstegsform som svarar ekvationssystemet dér tredje ekvation ser
ut som 0 = 2 och kan inte l6sas. Det betyder att systemet ér olosbart.

b) Vi observerar fran samma beriikning, att bara tva forsta kolonner i matrisen A &r pivot
kolonner. Detta medfor att tva forsta kolonner i matrisen A utgor basen till kolonnrummet

1 1
Col(A): } och § Dimensionen av kolonnrummet Col(A) dr tva - lika med antal
1 4

vektorer 1 en bas.

c¢) Transponat till matrisen A &r

1 11 1 1 111
AT = |1 23 4 |9 01 2 3 , tillbaka substitution ger reducerad trapp-
1 4 7 10 0000
1 0 -1 -2
stegsform | 0 1 2 3
00 0 O

Vi ser att homogena systemet met matrisen A7 har tva fria variabler. Dimentionen av
nollrummet Null(AT) &r da lika med tva. Vi far fram en bas till nollrummet med foljande
lampliga val av fria variabler z3 =1, x4 =0 och 3 =0 och z4, = 1:

2



-2 -3
/U]. - 1 7/02 - O
0 1
d) Beréknar skaldrprodukten
1 1
v -b= _12 . :1 = 2 # 0 och ser att vektorn b ér inte ortogonal till en vektor i
0 1
Null(AT).

D4 #r den inte ortogonal till Null(AT) heller.

Vi kan med att tillimpa Fredhom satsen gora samma slutsats som i punkten a).



