Arean och integral

Summor

Huvudédmne i foreldsningen #r areor av figurer i planet och integraler. Integral ér ett begrepp
som later definiera areor av figurer i planet, och speciellt berdkna areor mellan grafer av funk-
tioner och z - axeln..

Vi infor forst en beteckning for langa summor av tal t.ex. aj, markerade med index k =
0,1,2,..n:

n

a1+a2—|—a3+...—|—an:Zak

Area

Arean av en rektangel [a, b] X [¢, d] med hornpunkter (a, ¢), (a,d), (b,d), (b, c), om vi gar medurs
runt rektangeln, dr produkt av bottens lingd (b — a) med hojden (d — ¢):

Area([a,b] X [c,d])) = (b—a)(d — ¢)

Exempel.Vi kommer att forst betrakta ett exempel med arean av en mera komplicerad
figur, ndmligen arean mellan x - axeln och parabeln y(z) = z? for x € [0, b].

Den arean var beridknad forst av Arkimedes i antika Grekland for cirka 2250 ar sedan.

I sitt papper Parabolas Area loste han ett dven lite mera komplicerat problem. Han visade
att arean mellan parabeln y(z) = 22 och en sekant linje &r lika med 4/3 delar av en inskriven
triangels area.

Hans idee var att approximera arean av den figuren med en summa av areor av smé enklare
figurer (trianglar i hans fall) och berikna grinsvirdet av sadana summor nér antalet dessa
enklare figurer gar mot oéndligheten och téicker hela figuren. Han uttryckte den lésningen med
hjdlp av oéindliga geometriska serien
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Vi kommer att approximera arean mellan x - axeln och parabeln y(z) = 2?2 for z € [0, b] pa
annat sétt, med summan av n tunna rektanglar. Vi delar intervallet [0, 5] i n smé delintervall
med punkter z, = k (%) ,k=0,...,n.

Ovanfor dessa intervall ritar vi smala rektanglar med bottens ldngder A,, = %, och hojder
y(z) = (k (%))2 som &r virdena av funktionen y(x) i punkterna zj. Trappsteget av dessa
rektanglar approximerar vl figuren under parabeln y(z) = 2% for x € [0,b] om antalet rek-
tanglar n &ér stort. Dess arean S,, &r summan av areor A, y(xy) av byggda smé rektanglar och
approximerar vil arean under parablen
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i har anvéint hir formeln _ = 222 men avstar fran att ge bevis till den
Vi h t hiir formeln Y_p_, (k)7 = 2ty tar fran att ge bevis till d
(kolla beviset med teleskopiska summor pa sid. 294 i Adams om du vill)

Vi ser att 9, har ett grinsvirde da n gar mot oéindligheten och detta grinsviirde ér naturligt

att betrakta som arean av figuren.

Arean(U) = lim S,, = lim
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Vi kommer senare att fa samma svar pa annat mera avancerat séitt.ll

Riemans summor och Riemanns integral

Ideen som vi anvinde i exemplet med arean under parablen kan faktiskt generaliseras till
godtyckliga kontinuerliga funktioner.



Vi betraktar ett intervall [a,b] indelat med punkter P = {x¢,x1, Z2, ..., 2} @ = 1y < 21 <
To < ... < T, = bisma delintervall [z; 1, z;] med lingderna A(z;) = x; — x;_1. Ur vart och ett
av delintervall [z; 1, x;] viiljas ndgon punkt ¢;. Vi betecknar den uppséttning av punkter med
C ={ci,ca, .. 00}

Vi infér ocksé "normen" av indelningen P = {xg, 21, Z2, ..., T, } med

1Pl = max ()

som maximala léngden av alla interval A(z;).
For en funktion f : [a,b] — R kallas foljande summa en Riemanns summa till funktionen f
och intervalindelningen P och punkterna C' pa delintervall:

R(f,P,C) = Z flei)Azi) = fler)Azr) + f(e2) Alxa) + ... + flen) Alzn)

(efter Riemann - tyska matematiker fran slutet av 18 hundratalet).

Vi lagger méirke till att Riemanns summa bestar av tecknade areor av rektanglar mellan
x - axeln och punkterna f(c¢;) pa kurvan y = f(z), med tecken som viljes enligt tecknet av
funktionen f (¢;) punkten ¢;.
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Sats 2, sid. 306. Om konvergensen av Riemanns summor.

Om f dr kontinuerlig pa [a, b], maste dess Riemanns summor ha ett grinsviirde da n — oo
och ||P|| — 0.

Definition. Detta grinsviirde kallas integralen (eller bestéimda integralen) av funktionen
f over intervallet [a,b] och betecknas med
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Funktionen f kallas i det fallet en integrerbar funktion (enligt Riemann). Betekningen
for bestéimda integralen paminner formeln med summan Y ., f(¢;)A(x;) dér A(z;) erséttes
med dx och f(c;) erséttes med f(x).Virdena a och b markerar grianser for variabeln x som
funktionen f integreras ver.ll



Vi observerar att i exemplet med arean under parabeln uttrycktes arean faktiskt med hjilp
av integral av funktionen y(x) = 2? som beriiknades med hjilp av den givna definitionen.

Arean(U) = /Ob v?dx (1)

Det finns andra mera flexibla sétt att definiera integral som giller dven for icke kontin-
uerliga funktioner (Lebesque integral). I dessa konstuktioner skir man fuguren under grafen
inte vertikalt, som i Riemanns definition for integral, men lateralt. Detta (efter ett relativt
komplicerat analys av dessa laterala skérningar) ) leder till ett integralbegrepp med mindre
krav pa funktionen f .

Bestamda integralens egenskaper

Sats 3, sid. 308.
a) Integral over ett integval med léingden noll dr like med noll

| ey =

b) Bytet av integrationsordningen leder till éndring av integralens tecken.

(Aeﬂxﬂx:—iAéﬂxMx

c) Integral &r linjér funktione av sin integrand (funktionen under integraltecken).

/ab (Af(z) + Bg(x))dx = A/abf(a:)da: + B/abg(a:)dx

d) Integral &ér addtiv funktion med avseende pa integrationsintervall.

/f m+/f m—/f

e) Om a < b och f(z) ) for alla z € [a, b], s& samma olikheten giiller for integraler av

f och g: . .
/f(x)dxg/ g(z)dz

f) Triangelolikheten f6ér integraler
b
< [ 1@l

Lite illustrationer av formulerade egenskaper foljer hér:

b
f(x)d




y A
y=gXx)

=V

b Cc

area § < area R

area Ry + area Ry = area R
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Vi kommer inte att betrakta bevis till dem. Alla bevis till dessa egenskaper foljer fran
liknande egenskaper for finita summor och griansévergangen enligt integralens definition.

Enkla integralens egenskaper for udda funktioner och jimna funktioner och intervall sym-
metriska med avseende pa noll punkten foljer direkt fran egenskaper c) och d) och illustreras
hér:

Y4+ y= f(x) (odd) Y4
| y = f(x) (even)
Ry
a x
Ry
a x
area Rj —area R =0 area R; + area Ry =2 area Ry
a a a
fx)dx =0 f(x)dx:2/ fx)dx
—a —-a 0

Integralkalkylens huvudsats - Newton-Leibnitz satsen

I vissa enklare fall kan man berdkna integraler med hjilp av definition. Men den approachen &r
svar och saknar flexibilitet. Newton och Leibnitz gjorde i 16 hundratalet en nyckeluppfinnelse
att bestdmda integralen med varierande 6vre grins

Fa)= [ 1(s)ds @)
dér ¢ dr en godtycklig punkt, dr en deriverbar funktion och att dess derivata i punkten x &r
lika med f(x) - véirdet av funktionen under integralen i punkten z:

d
L F(x) = f(2) (3)

Definition. En funktion F' som har den egenskap (att dess derivata &r lika med en funktion
f), kallas primitiv funktion till funktionen f.



Formeln (2) tillsammans med additionsregeln for integral éver tva intervall, leder till slut-
satsen att

/ f(s)ds = F(b) - F(a) ()

Dessa tre formler tillsammans ér Integralkalkylens huvudsats, eller Newton-Leibnitz
satsen. (Theorem 5 , sid. 313 i Adams) O

Vi kommer att ge bevis till den satsen efter nagra exempel av dess anviindning. Praktiska
virdet av Newton-Leibnitz satsen ér uppenbart. Vi kan i flera fall bestimma en primitiv
funktion F' till funktionen f under integralen ff f(s)ds. Detta ger oss umedelbart integralens
viirde enligt formeln (4).

Exempel. Betrakta exemplet med arean under parabeln som vi loste tidigare med hjilp

av integralens definition. Det &r ldtt att observera att %(%3) = z?%. Detta betyder att G(z) =
% + C &r en primitiv funktion till 2. Godtyckliga konstanten C far adderas for att dess
derivata #r alltid noll.

Vi kan da berdkna integralen i uttrycket for arean
b
Arean(U) = / z?dx
0

igen men med hjilp av Newton-Leibnitz satsen, ndmligen
b b3 b3
Arean(U) = / v?dr = G(b) — G(0) = (3 + C’) —(0+0C) = 3

0

|

Exempel. Vi betraktar ett exempel med integral dér funktionen under integralen &dndrar
tecken.

3/4m = 2.3562

3/4m
I= / sin(x)dx

—7/2

0.5T

+ + + + + + +
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

-0.57

a1

Vi observerar att integralen kan delas upp i summan av tva integraler

0 3/4r
I=5L+1L= / sin(z)dx + / sin(z)dx
0

—7/2



over intervall [—m/2,0], [0,3/47] dér funktionen sin byter tecken fran minus till plus. Ob-
servera att - (— cos(x)) = sin(z), d.v.s. — cos &r en primitiv funktion till sin. Detta medfor
att

/2 2 2

3/4m
I= / sin(z)dr = (—cos(3/4m)) — (—cos(—7/2)) = — <—£> —(—(0)) = V2

dér vi anviinde att cos(3/4m) = —‘/75.

|

Bestadmd integral av styckviskontinuerliga funktioner.

Definitionen av bestdmd integral som var formulerad kan litt generaliseras till situationen
da en funktion &ér kontinuerlig pa ett intervall forutom ett begriinsat antal punkter déir dess
graf har ett begriinsat sprang.

Vi definierar integral av en sadan funktion som summan av integraler av denna funktion
over de interval dér den #r kontinuerlig.

Definition. (5,s. 31211 A)

Lat ¢o < ¢ < ¢ < ... < ¢, vara punkter pa reella linjen. en funktion f definierad pa [c, ¢;,]
ar styckviskontinuerlig pé [cg, ¢,| om for varje i, 1 <14 < n finns en funktion F; kontinuerlig pa
[ci_1,¢;] som sammanfaller med f pa 6ppna intervallet (¢;_1,¢;).

Integralen av f 6ver [cg, ¢,|, a = ¢, b = ¢, , definieras i det fallet som

C

/:n f(x)dx o g /C: f(z)dx

1

=v

Intagralkalkylens huvudsats och Medelviirdessatsen for integraler och
bevis till dem.

Innan vi ger bevis till Intagralkalkylens huvudsats, betraktar vi en hjilpsats som heter

Medelvirdessatsen for integraler. Det dr Theorem 4, pa sid. 310 i Adams.
Om f &r en kontinuerlig funktion pa intervallet [a, b], s& finns det en punkt ¢ € [a, b] sddan
att

b
/ f(x)dz = (b— a) ()
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Beviset till Medelvirdessatsen for integraler.

Det att funktionen f dr kontinuerlig pa ett begriinsat slutet interval medfir att den antar sitt
maximala virde max,cj, 4 f(2) = M = f(u) och minimala virdet mingep, 5 f(z) = m = f(1) i
nagra munkter v och [ ur [a, b] s& att

m = f(l) < f(x) < f(u) = M ()

for alla = pa [a, b].
En av egenskaper hos bestdmda integralen medfér att om for tva kontinuerliga funktioner
g och p giller att

g(z) < p(z)

/abg(x)d:z: < /abp(x)dx

Vi tillimpar den egenskap till olikheten (5) och far

m(b— a) /mdx</f dx</de— (b—a)

Dela véinster och hoger av den olikheten med (b — a) och fa

for alla = € [a,b] s& maste

Vi observerar nu att talet (ﬁ fab f (m)dm) ligger mellan tva virden f(I) och f(u) av kontin-

uerliga funktionen f pa ett intervall. Enligt satsen om mellanliggande viirden av kontinuerliga
funktioner maste finnas en punkt ¢ mellan punkterna [ och u sddan att f(c) &ér lika med detta

mellanliggande talet:
“b—a / fl@

Sista relationen medfor efter multiplikation med (b — a) pastaendet i satsen:

(b—a)f /f
f——/f

kallas medelvérdet av funktionen f pa intervallet [a, b].

Vi formulerar igen och ger bevis till

Integralkalkylens huvudsats, eller Newton-Leibnitz satsen. (Theorem 5 , sid.
313 i Adams)

Lat f vara en kontinuerlig funktion pa ett intervall I som innehaller en punkt a

Del 1. Lat F vara en funktion definierad pa I med

C

[ |
Definition. Virdet



-/ " f(s)ds (6)

D& dr F en deriverbar funktion péa I och att dess derivata i punkten z #r lika med f(z) - viirdet
av funktionen under integralen i punkten x:

L Fa) = f() (7)

Del 2.
Lat G vare en vilken primitiv funktion som helst till f s& att -LG(z) = f(z) pa I.
Da giller

/ f(z)dz = F(b) — F(a) (8)

for alla b € 1.

O

Bevis till Integralkalkylens huvudsats, eller Newton-Leibnitz satsen.

Vi bevisar forst Del 1 och anvinder derivatans definition férst och Medelviirdessatsen for
integraler sedan .

i }g% Pla+h) = Fo) _

e [

lim - / — Tim + (h f(c))

h—0 h h—0 h

Dér ¢ = ¢(h) dr en punkt som ligger mellan = och = + h, och dr beroende av h. Observerar att
h i téljaren och ndmnaren kancellerar. Ligg mirke till att lim;, o ¢(h) = x enligt "satsen om
tva polisménnen". Dessa tva observationer och det att f #r kontinuerlig leder till slutsatsen:

9 p(a) = lim fle(h)) = £(2)

dx h—0

Vi bevisar nu Del 2 i satsen.
Det att £G(z) = f(z) = LF(z) medfor att F(z) = G(z) + C for nagon konstant C,
eftersom funktionen F(z) — G(x) har derivatan noll och maste vara konstant. Detta medfor att

/f () =G(z)+C

Med att sétta x = a i formeln for integralen far vi 0 = G(a) + C och C' = —G(a). Sitt nu
x = b och far

/f@@:G@+C:G@—G@



