Variabelsubstitution. Partiell integration. Areaberikn-
ing.

Vi har sett att Integralkalkulens huvudsats later fa fram enkla analytiska formler for integraler
i fall vi kan beréikna en primitiv funktion till funktionen under integralen. Vi kommer att
betrakta nagra enkla metoder for att beridkna primitiva funktioner.

Vi infor en standart beteckning fér primitiv funktion F' till en funktion f:

F(z) = /f(a:)da:~|—C’

Delvist pa grund av den beteckning anvinder man ofta namnet obestdmd integral for
primitiva funktioner. Vi paminner hir formeln fér bestdmda integralen fran Integralka-
lkylens huvudsats (Newton-Leibnitz satsen) :

b
| sz =F ) - Pl

Berékningen av obestdmda integraler (primitiva funktioner) #r ett avgorande steg i praktisk
analytisk beridkning av bestimda integraler. Det finns ett antal enkla standarta formler for
primitiva funktioner som foljer fran tabeller med derivator.

Vi kommer att betrakta nagra enkla metoder att reducera berdkning av svarare obestdmda
integraler (primitiva funktioner) till standarta formler.

Integration genom variabelsubstitution.

Exempel.
Berikna foljande obestéimd integral

d 1
Vi k ihdg att — (I = —.
i kommer ihag a o (In(z)) "

Detta gor att vi kan tolka uttrycket under integralen som produkten av derivatan av In(z)
och en enkel funktion av In(x), s& att vi kan primitiva funktionen till den enkla funktionen:

Inx B 1 d

— = ln(x)g = 111(%)% (In())

Vi anvinder nu foljande ormel fér primitiv funktion av enkla funktionen ¢:

t2
/tdt =3

eftersom

Vi tillaimpar dessa formler till ¢ = In(x).



Kedjeregeln medfor da att

d | (In(z))? d 1
@[ S| = () 7 () = () =

Vi kan nu beréikna en primitiv funktion (obestdmd integral) av viinsterledet och hogerledet i
sista formeln. Primitiva funktionen av derivatan ger funktionen under derivatans tecken (enligt
definitionen av primitiv funktion) och vi far en analytisk 16sning till problemet:

/ln(x)idx = (ln(;))z +C

dér en godtycklig konstant ér tilligt.
Variabelsubstitution i obestdmd integral med hjilp av kedjeregeln.
Primitiva funktioner pa formen [ F'(g(z))¢'(z)dz kan beréknas med hjéilp av kedjeregeln

2 (Fgla) = F'o(a)) - o ()

dér vi har produkt av tva degivator i hogerledet. Det édr viktigt att komma ihag att ut-
trycket F'(g(x)) betyder derivatan av funktionen F' beréiknad i punkten g(z), inte derivatan av
sammansatta funktionen som &r beriiknad ovan och #r lika med produkt av tva derivator (en
av F' och en av g).

Om vi berdiknar primitiv funktion av hogerled och viinsterled i uttrycket for kedjeregeln
kommer vi till formeln

ﬂwm+c:/F@mw¢mm (1)

dér primitiva funktionen (antiderivata i Adams!) av derivatan L (F(g(x)) i vénster har givit
funktionen som statt under derivatans tecken. Obestimda integralen och derivatan &r "inversa
operationer" till varandra.

Variabelsubstitution pa explicit form

Man kan ocksé tolka sista formeln lite enklare med att introducera en ny variabel u = g(z)
i uttrycket [ F'(g(z)) - ¢'(z)dx och formelt tolka dér ¢'(x)dx som u'dt = du och F'(g(x)) =

F'(u) som leder till lite kortare formler i mitten av berikningen

/fww»ﬂmm=:/ﬁwm= (2)
Fu)+C = F(g(z))+C (3)
J@)de = du Flg(e) = F'(u) (4)

Vi kan ocksé skriva om samma formeln &nnu kortare for f(x) = F'(x). Det dr den formeln
som oftast kallas variabelsubstitution i obestdmd integral eftersom vi ersétter berikningen
av integral over variabeln z, med en integral av en enklare funktion 6ver en ny variabel u =

g() :



/ f(9(@) - ¢ (@)dz = / o (5)
g (x)dr = du (6)

I fall vi kan en primitiv funktion F' till funktionen f, som vi férutsatt innan, sa ér problemet
lost som vi ser i foregaende formeln:

fg(x)) - g'(x)dx = F(g(x)) + C
()

ddr det menas att F'(u) =
Exempel.
Berékna obestdmd integral

x 1 1d
/a:2+1dx B /a:2—i—1 {iﬁ(x%rl)}dx:

1 (1 1 [[d 1 1,
§/adu = 5/{@ln(u)] dU—éln(u)+C—§ln(x +1)+C

dar vi andviinde variabelsubstitutionen:
u(z) = 2* + 1, du = 2zde

Exempel.
Berékna obestdmd integral

-1 d
/xexp(—xQ)dx = 5 exp(—xQ)% (—2?) dz =
-1 -1 -1 ,
5 exp(u)du = 5 exp(u) + C = — 5 exp(—z°) + C
dér vi andvéinde variabelsubstitutionen:
u(z) = —2?, du = —2xdx.

Variabelsubstitution i bestimd integral. Sats 6, sid. 322. (Beviset kan uppsta

pa tentan)
Lat g vara deriverbar funktion med kontinuerlig derivatan och lat f vara en kontinuerlig

funktion pa virdesmingden av g (det &r méngden V' av alla tal u pa formen u = g(x) med

x € |a,b]). Da
g(b)

/ fo@)g@de = [ f(u)du (7)

g(a)
I fall vi kan en primitiv funktion F' till f, kan svaret skrivas explicit:

/ f(g(2)g (z)dz = F(g(b) - F(g(a)) (8)



Bevis.
Lat F' vara primitiv funktion (obestdmd integral) till f: F'(u) = f(u) for alla u € V.

Kedjeregeln medfor att
d

@F(Q(l’)) = f(g(x)) - g'(z)

Integrationen av vinsterledet och hogerledet fran a till b medfor

[ ot st = [* [ Ptaon] ae = Py~ Fatan = [ st
[ |

Partiell integration

Partiell integration handar om att kanske inte direkt beriikna, men att kunna forenkla en inte-
gral (obestdmd eller bestdmd). Den metoden later férenkla integraler dér det star produkt av en
funktion U(z) och en derivata LV (z) = V/(z) av en annan funktion V(z) under integraltecken:

/U(:U) (%V(m)) dr = /U(a:)V’(x)dx

Metoden ér baserad pa produktregeln for derivata och pa Integralkalkylens huvudsats:

d av av
U@V (@) = U)o+ Vi)

Med att berikna obestdmd integral av viinster och hoger fas

/ % (U()V(2)) dr = / U(:v)%d$+ / vw%d:ﬁ

som medfor

U@V (z) = / U(x)%dx—l— / V(m)cjl—gdx

Med att flytta [ V(z)%dz &t vénster sida fas foljande formeln for partiell integration:

/U(x)%dm =U(x)V(x) — /V(x)%dm (9)

Den formeln kan skrivas lite mera symmetriskt och kompakt om vi infor differentialbetéick-
ningen %dw ' IV och anvinder den i formeln for partiell integration:

Nt ay, gyt gy
dx dx

/UdV:UV—/VdU (10)



Exempel.

Vv \%

U
—x d /_/—? —x —x d "
/xe de = / —z %(6 Jdz = —ze —/e %(—@dz—
—ze ¥ — /—exdx = —xe"— [ e%d(-z)=—xe " —e "+ C
P
Exempel.
dl 1
/ln(a:)da: = /UdV :xlnx—/x 3<x)dx :xlnx—/:cd—d:c::clnx—/lda: =zlnz—z+C
x T

Den metoden funkar i fall integranden innehaller ett polynom av x multiplicerad med ex-
ponent exp(x), sin(x), cos(z) eller anna funktion som kan direkt integreras.

Annan situation dr om det star en funktion som In eller arcsin som inte kan direkt integreras,
men som har enkel derivata. Man kan forsoka anvinda den funktionen som U funktionen och
resten som dV'.

Man kan ibland anvinda partiell integration for att efter nagra steg fa en kombination av
sokta integralen och kiinda funktioner.

Exempel.

x
1+ 22

1
dx = xarctan(z) — 5 In(1+2*) +C

arctan(z)dx = = arctan(z) —
/ /

Exempel.
/ 2% In(x)*dzx

observera att efter tva partiella integrationer omvandlas In(z)? i funktion % som dr latt att
integrera.

e ()~ g () + [3(5)ar = mer (%) -

Bestimd integral 6ver ett intervall [a,b] med hjidlp av partiell integration.

m@(%)+%+c

b b b
/ﬁmvzwmwm—m@w@—/HMU:U@W@m—/HMU (11)
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Exempel.

Bestémd integral 6ver intervallet [1, e] med samma integrand som ovan beréknas pa foljande

sétt:
e 4 1 4 4 €
/1:1731n(x)2dx = (ln(x)2 (%)—§ln(x) (%)+§—2) 12
et 1 4+e4 1 5, 1
18 T3 32 T 33
Exempel.

1 72 1 1 [t g2
/Oxarctan(x)d:v = Earctan(a:)o—§/0 1+x2dx:
1 f1+22-1 1 o2
7T/8 — 5/0' WJ’J = g — 5 [.T — arctan(:(:)] . = 1

Arean av fugurer i planet. (5.7 i Adams)

Arean mellan tva grafer.

Lat tva tva funktioner f och g definierade pa intervallet [a, b], vara kontinuerliga och uppfylla
olikheten

f(z) <g(z)

pa [a,b]. -arean av figuren mellan grafer av dessa funktioner #r lika med integral

Arean = / b g(z)dz — / b f(x)dz

y=fx i
b

[ S
[N S,
>

() (b)



Arean mellan tva godtyckliga grafer.

Arean = / |f(x) — g(x)dx|

y=g(x)

=y

Exempel (Example 2 i Adams)

Bestém arean av begréinsade figuren mellan kurvor y = g(x) = 2 —2z ochy = f(z) = 4—122,

Man behover forst rita kurvor och hitta deras skirningspunkter for att kunna rita en bild
av figuren som #r inte explicit definierad dnnu.

Sedan kan man bestdmma vilken integral eller kanske flera integraler som ger arean av den
figuren.

Vi observerar forst att f— kurvan ligger ovanfor g - kurvan vid x = 0. Det betyder att f—
kurvan dr formodligen "6vre kurvan" som begrinsar arean.

Vi behover hitta skéirningspunkter mellan kurvor for att kunna framstéilla begriéinsade figuren
mellan dem. Koordinater av skidrningspunkter uppfyller foljande ekvationer:

forsta_kurvan andra_ kurvan

-2 =y 4 — z?



Det ger en andragradsekvation for x - koordinater av skdrningspunkter:
20° —2r —4 =

—r—2 =

(x—=2)(x+1) =

ry =

N O O O

i Tg = —1

Punkterna z; och x5 begrénsar intervallet [—1,2] av x - koordinater som kan uppsta for
punkter (z,y) inom begréinsade figuren mellan tva givna kurvor (se bilden). Arean kan uttryckas
med hjilp av integralen

Arean(Q) = /_ (4 —2%) — (2 — 27)dz =

1

2 2
= / (4 — 22° + 22)dz = (4x - gx?’ + :p2>

1

2

-1

= 4(2)—%(8)+4—(—4+§+1> =9



Anvindning av horisontella integrationselement.

Area = / 9(y) — 9(y)dy

(@) (b)

Exempel.

Bestidm arean av figuren som ligger at hoger fran "liggande" parabola z = y? — 12 och at
vinster fran linjen y = « (se bilden).

Vi ldgger mérke till att den figuren #r limpligare att skiira i = - riktningen. Detta gor att
arean dr béttre att framstélla som integral med av seende pa y - koordinata.

Vi behover hitta koordinater av skiirningspunkter. Loser ekvationen for y- koordinaterna:

y2—12 = =Y
v —y—12 = 0
yto= =3 =4
(y=4y+3) =0

Observera ocksd att y? — 12 < y da —3 < y < 4. Arean framstiilles som

4 4 4 4
Area = /(y—(y2—12))dy:/ ydy—l—/ —y2dy—|—/ 12dy =
3

-3 - -3 -3

2 3 4
vy 16 64 9 27
2 _Z 119 = [—— —+4+48) - |=4+—=-36] =
(2 5t y)_3 (2 3 " 23
7 91+84 21 182+504_343
2 3 6 6 6 6

Vi kunde fa samma svar med att framstélla samma arean som summan av tva integraler
med avseende pa x,

4

-3
Arean = 2/ \/12—1—:de+/
—12

-3

(M—x) dx

men berikningen skylle vara mera komplicerad.



