Volum av rotationskroppar. Baglingd, rotationsytor. Adams
7.1, 7.2, 7.3

Volum av rotationskroppar. Baglingd, rotationsytor.

Integration av rationella uttryck, partialbraksuppdelning. Exempel med inversa substitu-
tioner.

Generaliserade integraler av oéindliga funktioner och generaliserade integraler 6ver oéndliga
intervall.

Volum av kroppar. Metod med skivor.

Vi vill inféra begreppet volum av en godtycklig kropp och boérjar med att skiira kroppen i
stort antal tynna parallella skivor med plan ortogonala till # - axeln som pa bilden.

Lat snittet mellan sddana plan och kroppen ha arean A(z) beroende pa punkten x dér
planet skiir x - axeln. Vi forutsétter dessutom att A(x) &r en kontinuerlig funktion av x.

Lat a och b beteckna minimala och maximala x - koordinater fér punkter inom kroppen. For
att beskriva bilden ovan med formler infér vi en indelning av intervallet |a,b] med punkterna
X0, X1, T2, ..., Ty, s& att a = xg och b = x,, och betraktar skivor som plan genom dessa punkter
skir av koppen.

Den konstruktioner paminner resonemang som vi genomforde for att definiera Riemanns
summor och bestéimd integral. Det #r naturligt att téinka om kroppens volum som summan av
volum for alla skivor som kroppen bestar av.

Sedan approximerar vi varje skiva med en (vildigt flat om n &r stort!) cylindrisk skiva som
har bottens arean A(c;) och hojden A(z;) = x; — z;_;.Punkten ¢; dr ndgon punkt mellan z; och
T;_1, se pa bilden




Dessa cylindrar har volum V; = A(¢;) A(x;). Vi approximerar kroppens volum med summan
av volumer av alla dessa cylindriska skivor:

Z Alei)A(x;)

Detta #r Riemanns summa for kontinuerliga funktionen A(x) 6ver intervall [a, b]. Med att
beriikna grinsvirdet av den summa med n — oo och |A(xz;)| — 0 far vi en bestémd integral av
snittens area A(x) som &dr naturligt att betrakta som kroppens volum:

b n
V= / Alw)de = lim > Ae)Axs) (1)
a |A(2:)| =0 =1
I praktiska situationer #r det ett sérskild problem att berikna arean A(z) for en konkret
kropp. Den typ av problem kommer att betraktas i tredje léisperioden.

Volum av rotationskroppar. Metoden med skivor.

I fall med rotationskroppar dr det litt att beridkna arean A(z) eftersom snittet av en rotation-
skropp med plan ortogonala mot rotationsaxeln #r cirkelskivor.

Om figuren R begrénsad med kurvan y = f(x), linjen y = 0, och linjer z = a och = = b,
roteras runt x - axeln, den bugger en rotationssymmetrisk kropp.

Snittet av den kroppen med ett plan ortogonalt mot z - axeln genom punkten z,ér cirkel
med radien |f(z)|. Arean A(z) av det snittet #ir lima med « (f(x))®. Formeln for volum or
rotationskroppen foljer da fran allménna formeln ovan.

Exempel. Volum av ett klot.

_ Berdkna volum av ett klot med radien a. Ett klot kan genereras med rotation a en halv
cirkelskiva av radien a, runt z- axeln, see bilden

Randen av cirkelskivan dr en cirkel med ekvation y(z) = va? — 22, Volum beréknas da



enligt allménna formeln:
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Svar: Volum = 4ra?.
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Exempel
Berdkna volum av kropp genererad med rotation av begrédnsade figuren mellan y - axeln
och kurvan z = 2y — 9% - runt y axeln. Se bilden.

ya

dy

=y

Parabeln x = 2y — y? har rotter y = 0 och y = 2.

Ett plan genom punkt y pa y— axeln, ortogonal mot gy - axeln som &r rotationsaxeln, skér
av en cirkelskiva med radien r(y) = 2y — 3 frin kroppen. Volum representeras med integral
med avseende pa y i det fallet.
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Volum av rotationskroppar. Metoden med cylindriska skal.

Ibland &r det littare att betrakta annan metod for att beriikna volum av rotationskroppar.
Det hénder om vi har en kurva definierad som graf av en funktion av z: y = f(x), men
rotationsaxeln &r inte x axeln men y - axeln. For att anvinda metoden med skivor i det fallet,
maste man uttrycka x som funktion av y. Det kan vara svart eller helt omojligt, speciellt om
funktionen f ovan saknar inversafunktionen.

I det fallet &dr det lidittare att approximera kroppen inte med cirkelskivor, men med cylindriska
skal som pa bilden.

circumference 27w x

Volumen dV av tynna cylindriska skalet med tjockleken dz som pa bilden, kan approximeras
som

AV = f(z)2rzdz (2)

dir 2rxdx dr arean av botten av cylindriska skalet och f(z) &r dess hojd, s& att volumen &r
produkten av bottens area och hojden.
Totala kroppens volum kan framstillas da med integralen

V:/ f(z)2nzdz (3)

genom grinsovergangen av Riemanns summor pa samma sétt som tidigare volum med hjélp av
skivor.



Exempel.

Berikna volumen av rotationskroppen som ér byggd da figuren begrinsad av parabeln
y = 2z — 22 , och intervall [0,2] pa x - axeln, roteras runt y - axeln.

Vi betraktar hir samma figur mellan parabeln och koordinataxeln som innan,
men roterar den runt annan axel.

Bilden pa roterande kurvan y = 2z — 2%
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Formeln for volum med hjélp av cylindriska skal:

b
Volum = 27?/ xf(z)dr =
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Svar: Volum = W%..

Mera volumberédkning med hjilp av skivor




Exempel.

Berékna volum av snittet av tva likadana cylindrar med radier lika med a, och med axlar
som skiir varandra och dr ortogonala mot varandra. En attonde del av kroppen &r framstalld
pa bilden.

Snittet av den attonde delen av kroppen péa hojden z dr kvadrat med sidan v/a? — z2. Dess
area dr A(z) = a? — 2°.

Baglingden for funktions graf

Baglingden av en godtycklig kurva kommer att betraktas i tredje lidsperioden.

Ideen med lingdens begrepp foljer samma spar som begreppet med Riemans summor
och bestéimd integral. Man approximerar kurvan med hjilp av ett polygon och betraktar
grinsvirdet av polygonets lingd (i fall den existerar) da antalet segment i polygonet gar mot
odndligheten och ldnderna av alla segment gar mot noll.

Vi kommer att betrakta hir bara fallet da kurvan av intresse ér graf till en funktion med
kontinuerlig derivata.

Lat f vara en funktion definierad pé ett slutet begréinsat intervall [a, b] som har kontinuerlig
derivata f’ dér. Lat € vara kurvan som #r graf till funktionen f. Vi vill definiera lingden av €
som grinsviirdet av approximationer av den kurvan med polygon med lingdena av alla segment
som gar mot noll och antalet segment som gar mot oéndlighet.

For en indelning av intervallet [a,b]: {a = x¢,x1, z2, ..., z, = b} vi betraktar polygon som
gar genom punkter P; = (x;, f(x;)),7=0,1,....,n.

Lingden av polygon genom dessa punkter #r summan av lingderna av segment mellan
konsekventa punkter P;_joch P; :

i o= |Pi—Pial= V(e —2i0)? + (Y — yi1)? =
= \/(xl —xim1)? = (f(zi) — f(@i1))?

Léngden av hela polygonet genom punkter Py, Pi,..., P,_1, P, &r

L, = Z |P; — Pia| = Z V(@i — 2i1)? + (f () — flwia))?

(xi - I¢—1)2
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dér A(x;) = |x; — x4
Vi ldgger mirke till att enligt mellanvéirdessatsen (fér derivator) finns det en punkt ¢; €
(ZL’i_l, Il) sadan att
(f(zi) = f@ia)

(%’ - 313241)

L, = A(z;) Z 1+ (f(e))?

4r Riemanns summa for funktionen /1 + (f/(z))” och har ett unikt gréinsvirde da n — oo och

A(z;) — 0:
s:s(@:/ab\/1+(f'(a:))2dx:/ab,/1+ (%)de (4)

som #r naturligt att tolka som baglingden av kurvan €.
Man kan ocksa tolka den integral lite fritt som integral éver baglingdens "element" ds:

= f(c)

Hirifran foljer att summan

dér med hjilp av lite fria beteckningar ds = /1 + (d—’;)zdx och (%dm) = dy kommer vi till
relationen

(ds)® = (dx)* + (dy)”

dédr manlitt observerar uttrycket av Pythagorsatsen:

ds

dx



Exempel
Bestim lingden av bagen pa grafen av funktionen y = 2%/3 for  mellan = 1 och z = 8.
dy(r)  d

i (z*?) = gxfl/g och dr kontinuerlig mellan x = 1 och = 8 (inte 6verallt!)
T x

och z=1/3 > 0 dr. Léngden av bagen #r framstélld med formeln
8 8 1 8 92273 1 4
= / 2 _ 4 o _ 922/ + 4 -
—922/3 14
25 + u = 9x°/° +
= / \/§7 dr = variabelbyte : du = 62~ V3dx
’ u(l) =13; u(8) =40
40
= 1/2du _ 1 | _ 40v40— 13v/13
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Arean av rotationsytor

Axis

dS =2nrds

Arean av rotationsyta genererad med rotation av en graf av funktion y = f(z) runt z -
axeln kan definieras som grénsvirdet av summan av areor av strimlor som pa bilden som fas
med att skira ytan med plan ortogonala mot x - axeln genom punkter x; pa z- axeln.

Arean av en sadan tynn strimla approximeras vil med produkt av dess ldingd och dess As;:

S; = (Strimlanslingd) (z;) x As;

Varje strimla har lingden lika med léingden av cirkeln med radien r(z;) = f(z;) i det fallet. Vi
observerar ochsa att strimpalns bredd dr As; = /1 + (f'(z;))?A(z
Detta medfor att S; = 27r(x;) x As; och hela ytans area approximeras med

Ay =) 2mr(x) x As; = Z 217 () /1 + (f'(2:))2A(z

=1



Det dr en Riemanns summa av funktionen 27r(z)+/1 + (f'(x))?.Efter gransévergangen med
n — 0o, fas uttrycket for arean

Area = / 2mr(z)\/ 1+ (f'(z))%dx (5)

eller for r(z) = f(x) forenklas formeln till

b
Area = / 2 | f(x)| 14 (f'(2))%dx (6)

Vi paminner att i det faller roteras grafen av funktionen y = f(x) runt xz-axeln.
I fall d& grafen av funktionen y = f(z) roteras runt y-axeln dr det litt att se att r(z) = ||
och samma formel ser ut som

b
Area = / 27 |z| /1 + (f'(x))%dx (7)

Det kan uppsta tva fall till da betraktas grafen av funktionen x = ¢g(y) som kan roteras runt
x - axeln eller runt y - axeln. Det &r inte rimpligt att memorera alla dessa formler och &r mera
praktiskt att komma ihag logiken bakom hur de uppstar i nagot fall, och skriva dem dem sjilv
for varje konkret fall.

Figure 7.28 The area element is a
horizontal band here

Exempel.
Bestim arean av ytan som ir skapad med rotation av en bige av parabeln y = 22 for
0 <z <1runt y - axeln.

Det #r litt att se fran biilden att arean i det fallet framstilles av foljande allmén formel

b
Arean = / 2/ 1+ (f'(z))%dx



I vart konkreta fall med f(x) = 2? ser fomeln ut som

1 1
Arean = 27T/ zy/1+4 (22)dx = 27?/ V1 + 4aidx
0 0

Det &r lampligt att infora en ny variabel u = (z) = 1+ 422, du = 8xdz, u(0) = 1, u(1) = 5.
Arean utttrycks da som
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