Ordiniara differentialekvationer.

Materialet om ordinéra differentialekvationer (ODE) i Adams #r spritt 6ver paragrafer i tre
olika kapitlar: 3, 7, 18.

Bland annat:

§3.7 handlar om linjéira ODE av andra ordningen med konstanta koefficienter

§ 7.9 andlar om olika forstaordningens ODE som kan losas analytiskt

§18.1 diskuterar klassifikation av ODE.

§18.3 introducerar begreppet begynnelsevirdesproblem och diskuterar diskuterar existence
och entydighet av deras l6sningar samt numeriska metoder for att 1osa ODE.

§18.5 handlar om icke homogena linjira ODE av hogre ordningen med konstanta koefficien-
ter.

§18.6 handlar om linjira icke homogena ODE med konstanta koefficienter.

Vi kommer att ldra bara enklare och mest anviindbara delar av materialet om ODE fran
dessa paragrafer i Adams.

Senare i kursen kommer ett kapitel i boken av Lay om linjara system ODE med konstanta
koefficienter som tillimpning av linjéir algebra.

Allt material om ODE inom kursen kommer att presenteras relativt kompakt i form av
foreldsningsanteckningar. Det finns ocksa ett ldmpligt material till Studio 3 som handlar om
ODE och till studio 6 som handlar om linjéira system ODE med konstanta koefficienter.

Begynnelsevirdesproblem

For en funktion f = f(t,y) av tva variabler ¢, och y betraktas en ekvation pa formen

(1) = F(t,y(0))
eller ;
= = Jty()

Den kallas ordinér differentialekvation - ODE (med avseende pa okiénda funktionen y). Vi
forutsitter att funktionen f &r kontinuerlig i bada variabler ¢, och y. (Pa riktigt kommer teorin
for funktioner av flera variabler bara i tredje lésperioden).

Variabeln ¢ har i de flesta tillimpningar meningen av tiden. Det &r lampligt pa grund av
detta att anvinda just ¢ - beteckningen for den. (Adams anviinder x variabeln i boken)

Om funktionen f beror bara pa t, d.v.s ekvationen ser ut som

dy
gff(t)

sa ges losningen till ekvationen av primitiva funktionen

Mﬂz/f®ﬁ+0

Vi observerar hiir att det finns odndligt manga l6sningar y(t) som skiljas bara med en
konstant.
I fall da f beror bara av y , d.v.s. ODE ser ut som

dy
E—f(?/)
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kallas den autonom differentialekvation.

ODE pa allmiin form &r inte sa litt att 16sa.

Ekvationer ovan innehaller bara forsta derivatan av okéinda funktionen och kallas pa grund
av detta ODE av forsta ordningen.

Om en ekvation innehaller andra derivatan, sa kallas den ODE av andra ordningen
0.S.V.

Det finns bara enstaka speciella typer av differentialekvationer som kan losas analytiskt pa
papper, och vi kommer att betrakta 3-4 typer av sadana ekvationer.

Det finns numeriska metoder for att l6sa ODE baserade pa Taylor formeln. Dessa metoder
kommer att betraktas mest pa Studio 3, delvist med egen enklare kod, och delvist med hjélp
av en Matlabfunktion ode45 och dess slidktfunktioner.

Pa grund av att alla ODE har oéndligt manga losningar, dr det meningsfullt att formulera
ett speciellt problem som kallas begynnelsevirdesproblem som i de flesta fall har en entydig
16sning.

Definition. Problemet

{ y = fltyt), a<t<b
y(to) = yo, dér to € [a.b]

kallas begynnelsevirdesproblem for ODE 3/ = f(¢,y(t)). Andra ekvationen y(ty) = o
kallas ett begynnelsevillkor for y(¢) i en punkt (tid) t = ¢o. Man kan speciellt vilja ¢ = a,
men inte obligatoriskt. Det kan vara intressant att veta vad som hint bade efter och innan
starttiden ¢t = .

Meningen med ett begynnelsevirdesproblem ir att vi soker en speciell 16sning bland
odndligt manga mojliga losningar. Det dr en losning som vid en sérskild tid ¢ = ¢y antar ett
givet viirde .

Losningskurvor och riktningsfilt

Det &r lampligt att titta pa grafer av losningar y(¢) till en differentialekvation (l6sningskur-
vor).
Vi paminner hér geometriska meningen hos derivatan. Linjen men ekvationen

y=y(s)+(t—5)y(s)

i (t,y) planet &r en tangentlinje till grafen av funktionen y(¢) i punkten (to,y(to)) -
Detta betyder att i varje punkt(s,y(s)) pa 16sningskurvan har tangentlinjen lutningen

f(s,y(s)) eftersom y'(s) = f(s,y(s)).



Vi kan rita ett riktningsfilt som svarar mot differentialekvationen med att for i varje
punkt (¢,y) rita en vektor med ¢ - komponentet som #r fixerad konstant, till exempel lika med
ett, och med lutningen f(¢,y). Det &r ldtt att se pa foljande bild att 16sningskurvor gar sa att
de tangerar riktningsfiltet i varje sin punkt.
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Detta ger oss en vacker geometrisk tolkning for I6sningar till differentialekvationen y' =
fty(t).

Losningar ér funktioner y av ¢t med grafer som i varje punkt (¢, y(¢) tangerar riktningsfiiltet
given av funktionen f(¢,y(t)). Riktningsfiiltet ovan svarar mot linjéira ekvationen

y' = —y + sin(5t) + cos(2t)

som liknar ett exempel givet i materialet till Studio 3. Allmén 16sning till den ekvationen som
ger alla mojliga 1osningar &r:

1 ) 2 1
y(t) = gcos2t— 2—6c085t+ gsin2t+ %sin&—l—C’e’t. (1)
Olika losningskurvor pa bilden svarar mot olika konstanter C' i sista formeln.
Man far fram den 16sningen med att addera alménna 16sningen y(t) = Ce™! till homogena

ekvationen
/

y=-Y
och en partikuléir 18sning y,(¢) = £ cos2t — 2 cos 5t + 2 sin 2t +
ekvationen

1

3¢ sin 5t till icke homogena

y' = —y + sin(5t) + cos(2t)



Partikulér 16sningen sokes hér pa formen y,,(t) = Asin(5t)+ B cos(5t) + D sin(2t) + F cos(2t)
med att sdtta den anzatsen in i ekvationen och 16sa ett linjért system ekvationer for konstanter
A/ B,D,F.
Det #r forsta exemplet pa den approach for att 1osa linjira ODE med ett hogerled.
Exempel. (Ex.1 sid. 451 i Adams)
Betrakta en enkel ekvation
dy t
dt y
och 16s den med att multiplicera bada sidor med y och sedan integrera den med avseende
pa t:

d
v = i

dy
—dt = tdt
/ Vi /
/ ydy = / tdt

2 2
Y t
2 - 4
2 2 +
Vi far 16sning pa implicit form som en familj av kurvor beroende pa godtyckliga konstanten
C. Dessa kurvor dr hyperbler

y2—x2:C

5—

I varje punkt (¢,y) pa dessa kurvor dr lutningen lika med (5) .Lagg mirke till att ekvationen

ar odefinierad pa for y = 0 - pa t - axeln. Det &r inte helt oskuldig procedur att multiplicera en
ekvation med ett uttryck som y som kan vara noll i flera punkter (pé hela t - axeln i det fallet).
Detta kan ge extra losningar som ursprunglig ekvation inte har (punkterna pa ¢ - axeln i vart
fall).

Riktningsfiltet ser ut som pa foljande bild
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Losningskurvor y(t) som gar ovanfor linjen y = |z| och under linjen y = — |z| existerar for
alla reella viirden av tiden ¢. De losningskurvor som gar mellan dessa tva linjer dr definierade
bara pa tidsintervall begrinsade uppifran: (—oo, —a) eller nerifran: (a,oc), med nagot a > 0.
Observera nagra typiska losningskurvor pa bilden.

Vi kommer att betrakta en typ av differentialekvationer av férsta ordningen som kan losas
analytiskt med hjélp av en liknande idee (i fall primitiva funktioner som dyker upp kan berék-
nas).

Ordinéra differentialekvationer med separabla variabler.

Definition.
Differentialekvationer pa formen

Y Ft)oty)

kallas ekvationer med separabla variabler. Deras l6sning kan reduceras till beréikning av
tva primitiva funktioner. Dela ekvationen med g(y)

1 dy
@%*f(t)

berékna primitiv funktion av vinster och hogerled:

/iy) (%) dt:/ﬁdyz/f(t)dt

om primitiva funktioner i viinster och hoger kan beriknas, sa far vi en implicit 16sning till
differentialekvationen pa formen

W(y) = F(t) + C



1
W(y) = / sy Ut - / F(t)dt.

Det ér inte alltid 14t och ibland omdjligt att 1osa ut y som funktion av ¢ fran den ekvationen
dven om man lyckades berikna primitiva funktioner.

Exempel (Ex. 2, sid. 451 i Adams)

Los foljande begynnelsevirdesproblem

dy
dt
y(1) = 3

Ekvationen har separable variabler. Vi loser den med hjélp av samma idee som ovan.

1
/—3dy = /tht
y
1 3

- —- “iC
2y? 3+

t2y3

For att bestdmma viirdet av konstanten C' anvindes begynnelsevillkor.

1 13
-——— = —+C
2(3)? 3
11 7
C = —— - =_—
18 3 18

Vi sétter in konstanten i implicita ekvationen for y och loser ut y som funktione av t.

1T

22 3 18

1 67
S22 18
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-5 -3.75 -2.5 -1.25 0

Bara positiva roten av y? satisfierar begynnelsevillkoret y(1) = 3.

Vi observerar att losningen existerar bara for ¢t < (7/6)"%. Den gar mot oéindligheten da
t — (7/6)® fran vénster. Det ér typiskt for ekvationer dér hogerledet viixer snabbare én linjért
i y variabeln (vi hade 3? i hogerledet i det fallet).

Exempel (Ex. 5, sid. 453 i adams)

I en kemisk reaktion mellan tva molekuler av reaktanter A och B skapas en molekul av
produkt C. Enligt massverkans lag pagar reaktionen med farten som ér proportionell mot
produkten av koncentrationer av A och B. Om fran bérjan fanns a (mol/cm?) av A och
b (mol/em?) av B, beteknas koncentrationen av C vid tiden ¢ med z(t)/(mol /cm?) . Produktens
koncentratione z(t) kommer att satisfiera foljande differentialekvation och begynnelsevillkor
(noll koncentration x(0) av produkt C' vid starttiden ¢t = 0)

dx
- = k(a —z)(b—x)

z(0) = 0

Vi kommer att 16sa den ekvationen vid forutsdttning att b # a. Ekvationen & ODE med
separabla variabler och l6ses med hjélp av samma idee som i tidigare exempel.

-
(a—x)(b—z)dt

/(a—x)l(b_x) (%)dt = k/dt:kt+c

/<a_x)1<b_x>da: = k/dt:kt+0 (2)

Vi forutsittar att a # b och genomfor partiellbrakuppdelning i integralen i vinster sa att

=k




det uppstar bara tabellintegraler:

1 A B Ab— Ax+ Ba— Bz
(a—z)(b—2z) a—x+b—x_ (a —x)(b— 1)
A+B = 0 Ab+ Ba =1
B = -—A; Alb—a) =1

A = 1/(b—a); B=-1/(b—a)

(a—x)l(b—x) - bia(aix_bix)

Pa grund av att © < a, v < b, ger integrationen

1 1
/(a—m)(b—x)dx = g Chle-o)+inb-2)=kt+C

ln(b_x> = b—a)kt+C;; Y (b-a)C

a—x

Begynnelsevillkoret dr x(0) = 0 d.v.s. ingen produkt i bérjan. Inséttningen av ¢ =0 och x =0
i uttrycket for losningen ger C virdet

C1 =1In(b/a)

och

b—uz
In ( > —In(b/a) = (b—a) kt +1n(b/a)

a—x

Flytta In(b/a) mot vinster och anvind logarithmens egenskaper:

In (H) — (b a)kt

Berikna exp av viinster och hoger

a(b—z) _ -a)kt
(a—
Los ekvationen med avseende pa x
ab—ax = (ab— bx)elb ¥
—T (a + be(b_“)kt) = abe=Vk _ gp

Ett analytiskt uttryck for xz(t) foljer:

ab (e(b_“)kt —1)

x(t) = bel—a)kt _




Linjira ODE av forsta ordningen

Med linjdra ODE av forsta ordningen menas ekvationer pa formen

dy

= +p(t)y = g(t)

dir p och ¢ #r givna funktioner som #r kontinuerliga pa nagot intervall (a,b). En ekvation
kallas icke homogen linjir ODE om g¢(¢) inte &r noll konstant. Linjéra ekvationen pa formen

dy

i Hy =
dt+p()y 0

kallas homogen linjir ODE.
Homogen linjéir ODE ér ekvation med separabla variabler och har 16sning pa formen

y(t) = Ke (3)

dér p(t) dr primitiv funktion till p:

ul(t) = / p(t)dt

Vi visar hur man bevisar detta, men det ricker att memorera losningens uttryck.

y

— —p(t
7 p(t)y
1dy
22— _p(t
, p(t)

/5%(& = /—p(t)dt
/édy - —/p(t)dtz —u(t)

n(yl) = —t) +C
lyt)| = e *O+C = Kem#®;  |K| =€ >0
y(t) = Ke (4)

[
Man kan litt observera att y(¢) = 0 &r ocksa en 16sning och kan inkluderas i formeln ovan
med K = 0.

Metod med integreringsfaktor for inhomogena linjira ODE.

For inhomogen linjar ekvation pa formen

dy

o +p(t)y = g(t) (5)

uttryckes alla losningar med hjilp av foljande formeln som #r ocksa bra att memorera
y(t) = e *® [/ "B g(t)dt + C’} (6)
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dér p(t) dr samma primitiv funktion till p som ovan:

Formeln (6) bevisas med hjilp av metoden som kallas Metod med integreringsfaktor.

For att 1osa konkreta problem far man anvinda formeln ovan eller far genomfoéra metoden
med integreringsfaktor pa en konkret ekvation. Vi demonstrerar nu metoden med integrerings-
faktor i allmén situation.

Bevis till formeln (6)

Vi multiplicerar ekvationen (5) med integreringsfaktorn

k)
dér p(t) = [ p(t)dt
dy 0 0
— o)y | e = g(t)e"
dt
Produktregeln for derivatan och det faktum att p(t) = [ p(s)ds medfor foljande

G Op0) = 9l () + O (1) =
= (1) (@) L)+ 0 D)

= YO Op) + O (y(1)) =

dy
— L) [ 2 ¢
e ( y + p( )y)

Sista uttrycket och ekvationen (5) ger att

d

(e 0y (1)) = et

Den ekvationen loses med att integrera vinster och hoger med avseende pa ¢ och tillimpa
primitiva funktionens definition.

e"Oy(t) = /e“(t)g(t)dt +C

Multiplikation med e leder till losningen pé formen (6) ovan.

(o) =0 | [ 0geyir 1| 7)

[

Man kan till:iigga en godtycklig konstant A till y(t) ocksa, och siitta e()+4 istsllet, men det
ger inga extra nya losningar jamfoért med formen ovan.

Man kan bevisa samma formeln pa ett sétt till.
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Metoden med variation av parameter for inhomogena linjira ODE.
Med en annan metod for inhomogena linjéira ODE av forsta ordningen sokes 16sningar pa formen
y(t) = k(t)e "

med en okind funktion k(t). Vi sétter den framstéillningen in i ekvationen och far en enkel
ekvation for okiinda funktionen k(t).

dk_
dt

som loses med integration. Exakt samma uttryck for losningar foljer:

k() = / M Og(t)dt + C (8)

y(t) = e M) {/ eu(t)g(t)dtJr C}

eH(t) g(t)

Begynnelsevirdesproblem for linjara ODE av forsta ordningen

Det #r lampligt att direkt fa fram ett uttryck for att losa ett begynnelseviirdesproblem for
linjira ODE av forsta ordningen.
Vi gor detta forst for homogena ekvationen

dy
— tyy = 0
o TPy
y(to) = o
Losningen uttryckes av foljande formel:
y(t) = yoexp (u(to) — u(t)) (9)

ut) = [ iy (10)
eller ett ekvivalent (enligt Newton-Leibnitz) uttryck:

y(t) = yoexp (— / tp(s)ds) (1)

0

For inhomogena ekvationen l6ses begynnelsevirdesproblemet

%ﬂ?(t)y = (1)
y(to) = o
med hjilp av foljande formel:
y(t) = yoexp(u(to)—u(t))Jr/t g(s) exp(pu(s) — pu(t))ds (12)

ue) = [ iy (13)
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eller en variant dér exp(u(to) — p(t)) multiplicerar hela uttrycket:

y(t) = explulto) — u(t)) [yo+ / g(s)expw(s)—u@o»ds] (142)

to

t S
yo‘l'/ g(s)eftop(u)dudS]
t

0

o I p(s)ds

Det #r litt att se att inséttningen av t = o 1 bada formler ger y(ty) = yo, d.v.s de uppfyller
begynnelsevillkoret.

Exempel.

Linjar inhomogen ODE av forsta ordningen med konstant koefficient p.

dy

_— = t

R g9(t)
y(to) = o

W) = wesp(—plt—10) + [ gls)explop(t s

to

Exempel.
Los foljande begynnelseviirdesproblem

, 1
y +-y = 3t, t>0

t
y(1) = 1
Vi anvidnder allmdnna formeln
d
= + Pty = gt
y(t) = e 10 [/ e"Dg(t)dt + C] (15)

med p(t) = [p(t)dt = [ 1dt =Int.

y(t) = e ™0 { / e (3t)dt + C} = % ( / 3t2dt+C’) =

%(ﬁ L0

Med att sitta losningen med okéinda konstanten in begynnelsevilkoret far vi fram viirdet av
konstanten C'.

Y1) = 1=50+0)
c =0
y(t) = ¢
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Exempel.
Los begynnelseviirdesproblem:

"—ytan(t) = .
y' — ytan(t) cos(D)’

y(0) = 0.

Losning,.

Ekvationen #r linjir ODE av forsta ordningen pa formen y' + p(t)y = ¢(t) med begynnel-

sevillkor y(to) = vo.
p(t) = —tan(t), g(t) =1/ cos(t), y(to) =0

Den loses med hjilp av formeln:

exp(ults) — (1)) [y + [ 9(s) expluts) - u<t0>>ds]

to

(o) = exp - /t:p<z>dz) () + /t:gw) esp ([ ) )

w(t) — u(ty) = /t p(2)dz = /o —tan(z)dz = In (cost) — In (cos 0) = In (cost)

1
cos(t)

explulta) 1) = exp - /t:p@ds) — exp(— In (cos 1)) =

to cos(z)

Svar:
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Exempel.
Los begynnelseviirdesproblem

y —y = sin(?)
y(0) =1

Losning. Det &r linjér ekvation pa formen

dy

_— — t

i g(t)
y(to) = wo

och losningen ges av allméinna formen:

y(t) = yoexp(—p (£ — to)) + / 9(s) exp(—p(t — ))ds

to

Parametrar i vart problem dr p = —1, ¢(t) = sin(t),to =0, yo = 1.
Losningen till begynnelseviirdesproblemet ges av

y(t) = exp(t) +/O sin(s) exp(t — s)ds =

= exp(t)+exp(t)/0 sin(s) exp(—s)ds

Vi behover bara berékna integralen fti sin(s) exp(—s)ds och borjar med att beréikna primi-
tiva funktionen. Sadana integraler beriknas med hjilp av tva partiella integrationer som leder
till summan av en funktion och samma integral som innan med koefficient —1. Integralen 16ses
ut fran den ekvationen och man far primitiva funktionen.

I(s) = / =" sin(s)ds = —sin (s) e~ + / cos (s) e ds =
= —sin(s)e" —cos(s)e™* — / sin (s) e~ ds = —sin (s) e* — cos (s) e — I

2I(s) = —sin(s)e ®—cos(s)e?

[ (sin(s) T cos(s)
I(s) = /e sin(s)ds = —e 5

Nu kan bestdmda integralen i uttrycket for l16sningen beriknas:

/O tsin(S)eXp(t—s)dg _ [_ets(sin )+ cos (s }
— [_(Sin(t)+COS( }—F%

2

(sin () + cos (t)) 1,
e

y(t) = exp (t) + [—
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