Vectorer, spannet av vektorer, 16sningsméngd av ett ek-

vationssystem.

Begrepp som diskuteras i det kapitlet.

Vektorer, addition och multiplikation med skaldrer. Geometrisk tolkning.

Linjar kombination av en uppsittning vektorer

Spannet eller linjidra holjet av en uppséttning vektorer

Linjirt ekvationssystem pa vektor form.

Losningsméngd av ett ekvationssystem.

Vektorer
ai
az
Definition. Kolonnvektorer (eller kortare - vektorer) ér kolonn-matriser med n
an—1
aTL

element ay, k = 1,...,n som é&r reella (eller komplexa) tal. Méngden av vektorer med n reella
komponenter a; betecknas med R" (er -n). [J
Mingden av vektorer med n komplexa komponenter betecknas med C" (se -n).
Nollvektor. Det finns en speciell vektor i R” som har alla komponenter lika med noll och
betecknas med 0.
Geometrisk tolkning av vektorer.
12
Exempel pa sadana vektorer &r { _3 ] och | —3 | som kan illustreras med hjilp av
5
"geometriska vektorer" i planet R? och i rummet R® med hjilp av ett cartesiskt koordinat-
system i planet och i rummet.
Vi viiljer en punkt i planet med koordinater (1, —3) och ritar en pil mellan origo och den

1
punkten for att illustrera vektor [ _3 ] Pa samma siitt viljer vi en punkt i rummet med

koordinater (—2,3,5) och ritar en pil mellan origo och den punkten for att illustrera vektor
-2
3
5
% Vi kan ténka pa ett liknande geometriskt sitt om vektorer i rummet R™ med antalet
koomponenter n > 3 storre én tre, men kan inte rita dem.
Uy wy
Definition. For ett par vektorer u =| ... |och w = ... | med samma antal kompo-
U, Wy,
nenter definieras addition och multiplikation med en skaléir (reell eller komplex) pa foljande

1



satt:

u1+w1

def
u+w=

Uy + Wy

som vi kommer ihag fran liknande berikningar for matriser i Matlabb.
Multiplikation med skaléir ¢ definieras ocksé som komponentvis multiplikation.

def
cu =

CUq

Cly,

Algebraiska egenskaper hos R"

Hhu+v=v+U

i) (ut+v)+w=u+ (v+w)

fii)u+0=04+u=u
iv)u+(—l)u=u—-u=0

v) c(u+v) =cu+ cw
vi) (¢c+ d)u=cu+du
vii) ¢(du) = (ed)u

viii) lu =u

Dessa egenskaper foljer direkt fran liknande egenskaper hos reella tal (eller komplexa i fall

vi betraktar vektorer ur C" )
Definitionen av vektrorrum.

Vektorrum é&r en méngd ‘H med tva operationer - addition u + v och multiplikation med
skaléirer cu, definierade for alla dess element u, v € H (vektorer) sd att u+v € H , cu € H sa
att addition och multiplikation med skaléirer satisfierar algebraiska egenskaper i tabellen ovan.

O
R™ &r det vanligaste exemplet av vektorrum.

Linjir kombination av vektorer i R".
Exempel.

Betrakta tva vektorer i planet: v; = [ 1

u = 3v; + (—2)vy med koefficienterna 3 och (-2).

-1
1

2
1

o[ 7] o]

—1]

, Ug = [ f } och dess linjar kombination
Berikningen efter definitionen ger
[ -3

—4 —7

SR eI

1

Geometriska bilden med den linjira kombinationen och med néagra andra med olika
koefficienter visas pa bilden déir man ser att parallellogramregeln giller for vektorer i R? .



FIGURE 8 Linear combinations of v; and v,.

Definition
Betrakta en uppséttning vektorer vy, vo, ,..., v, € R"och skaldrer (reella tal) ci, ca, ..., ¢p.
Vektorn definierad av .
Yy=cCvy+ v+ ... + ¢V, = chvk
k=1
kallas linjar kombination av vektorer vq, vo, ,..., v,. U
Exempel.
1 -1 [ 2
Vektorerv=| 2 |, w=| —1 |, r= | 3 |, har en linjir kombination
1 1 0
1 —1] 2 9
v+ (-)w+3r=2 | 2 | +(-1)| -1 | +3 |3 | =] 14
1 I 0 1

Det finns naturligtvist oéindligt manga linjéira kombinationer av samma vektorer vy, va, ,...,

v, med olika tal c;, ca, ..., ¢,.

Definition.

Mingden S{vi,vs,...,v,}av alla linjira kombinationer ¢;vy + cave + ... + ¢,v,, av givna
vektorer vq, vy, ,..., v, kallas spannet eller linjara holjet av dessa vektorer.l]

Exempel.

Geometrisk beskrivning av spannet i enkla fall.
Om u och v ir tva vektorer i R” som inte &r multipla av varandra (parallella eller antipar-

allella i geometriska termer)
s& #r spannet S{u, v} av u och v ett plan genom origo som innehéller bode u och v. Se en

illustration pa bilden.

Xy
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Exempel.
Exempel med vektorekvation.
1 2 7
Betrakta vektorera; = | —2 |,a; = | 5 | och b= 4
-5 6 -3

Bestdm om b kan representeras som linjar kombination av ajoch as, d.v.s om det finns tal
z1 och z9 sddana att
Tria] + Toas = b

eller
1 2 7
T —2 + X9 5 = 4
-5 6 -3
Vi anvéinder definitioner for multiplikation med skalér och for addition av vektorer och far:
T 21’2 T+ 2%2 7
—21‘1 + 5$2 = —2ZL‘1 + 5$2 = 4
—5331 61‘2 —5!13'1 + 61‘2 -3
Detta ger oss ett system av tre linjéra ekvationer med tva obekanta x; och xs.
1+ 2332 =7
—2[E1 + 5%2 = 4
—5.CC1 + 65132 = -3
Detta system kan losas med hjélp av Gausselimination. Utvidgade matrisen for systemet ér
1 2 7 1 2 7 1 2 7 1 0 3
—-25 4 |~]0 9 18| ~]0 1 2 |~[01 2
-5 6 -3 0 16 32 0 16 32 0 00

Matris-vector produkt och matris-ekvation.

Definition av matris-vektorprodukt

Definition
Om A dr en m x n matris med kolonner a;, as, ,...,a, och x € R” produkten Ax definieras
som linjir kombination av kolonner i A med koefficienter som #r elementen fran vecktorn x

T1
Ax = [a1,a2,,...,a,] | ... | =x1a; + 2022 + ... + 54,

Exempel

553 = Bl B[R] Bl L] -
o)



Beridkningen av produkten Ax med rad-kolonn multiplikation och addition.

En mera effektiv metod att berikna matris-vektor produkt foljer fran observationen att beréknin-
gen i exemplet kunde skrivas om som

R R e B H

Den observationen later formulera snabbare metoden med rad-kolonn regeln

Om produkten Az dr definierad (matrisen har samma antal kolonner som antal
elementen vektorn )

sar i—te elementet i produkten Ax lika med summan av produkter av motsvarande
element i raden ¢ och from hela vektorn z.

Egenskaper hos matris-vektor produkt.

Sats (Theorem 5 sid 55 i Lay)
Om A dr en m X n matris, u och v ér vektorer ur R™ och c dr en skalir da giller
a. A(lu+v)) = Au+ Av

b. A(cv) = cAv
Bevis for fallet n = 3 kan ges som en 6vning
[

Matris ekvation

Vi betraktar en matrisekvation pa formen

Ax=Db
dér A dr en given m X n matrix med kolonnerna [a;, as, ,...,a,] = A och b &r en vektor ur
R™.Okéind vektor z stkes i R", sa att produkten Ax ér definierad.
Definitionen p& matris - vektor produkt som linjéir kombination av kolonnerna [a;, as, , ..., &,

ur A medfor att matrisekvationen ovan och vektorekvationen
Tia, + Ty + ... +za, = b

dr faktiskt samma ekvation och de har samma méngd av l6sningar, eller 16sningsméngd. (The-
orem 3, sid. 52 i Lay)

Detta medfor en lamplig omformulering av matrisekvationen.(sid. 60 i Lay) som i sin tur
foljer fran Satsl.2.2, sid. 37 i Lay. (Formulate it!)

Ekvationen Axr = b har en 16sning om och endast om b ér en linjir kombination

av kolonner i A.
O



Satsen om 4 ekvivalenta kriterier for existensen av 16sningar for alla hégerled.

Niista sats ger 4 ekvivalenta kriterier for losbarheten av ekvationen Ax = b.

Sats 1.4.4 i Lay, s. 53, bevis s. 56

Lat A vara en m X n matrix. Fo6ljande pastaenden #r ekvivalenta, d.v.s giiller eller inte
géller bara samtidigt.

a. For varje b € R™ finns en 16sning till ekvationen Az = b.

b. varje b € R™ &r linjar kombination av kolonner i A

c. Spannet av kolonner ur A utgor hela R™ eller Span {a; as, ...,a,} = R™.

d. matrisen A har ett pivot element i varje rad.

O

Bevis - dr en 6vning pa att komma ihidg Gauss elimination och definitioner pa
linjar kombination, spannet och matris-vektor produkt.

Bevis

Pastéaenden (a), (b), (c) dr ekvivalenta enligt definition av matris vektor produkt, linjér
kombination och spannet av vektorer. Det ricker da att bevisa att d. &r ekvivalent med a.

Lat U vara trappstegsmatris som fas fran A med hjilp av Gauss elimination. Trappstegs-
matrisen som svarar mot utvidgade matrisen [A, b] har formen [U, d] med nagon kolonn d som
ar resultat av Gauss elimination tillimpad pa hogerledet b i ursprungliga matrisen [A, b:

[A, b] ~ Gauss ~ [U, d]

I fall d& (d) géller och A har en pivot position i varje rad, kan [U, d] se ut som foljande matris:

B o+ x x x % x x  k  dy

0O M x x x x x * % dy

0O 0 0 0O M x =« x % ds

0O 0 000 0 m x ok dy
00 0 0 0 0 0 .. W x dp |

Detta medfor att systemet har nagra losningar for varje hogerled och (a) géller.

Om (d) &r fel, sa innehaller d&tminstone sista raden i U bara nollor. Det &r eftersom man
flyttar alla nollrader nerat vid Gauss elimination. Vi viiljer ett hogerled d i transformerade
systemet Ux = d med utvidgade trappstegsmatrisen [U, d] som har 1 i d i sista raden:

B o+ * x *x % % * % dp
0O M x x % % x x % dy
0O 0 0 0 0 M =« x % dg
0O 0 000 0 . x % dy
00 0 000 0 .. 0 0 1

I det fallet far vi ett system Ux = d dér sista ekvationen som svarar sista radet i [U,d] &r
olosbart: 0 = 1.

Ursprungliga systemet Ax = b #r naturligtvist ocksa olosbart i det fallet eftersom de ér
ekvivalenta. Detta visar att (a) och (d) &r ekvivalenta: de giller bara samtidigt.l



Losningsmingder av linjira ekvationssystem

Man &r ofta intresserad av hur ser ut miangden av alla 16sningar eller 16sningsméngden
till en ekvation. Vi betraktar hér losningsméngder till ekvationer Ax = b.

OBS! Ligg mairke till skillnaden mellan tva matematiska begrepp: allmén l6sning och
16sningsméngd.

Allmén 16sning dr en formel med mojligtvist ndgot antal godtyckliga konstanter (t.ex. fria
variabler)

Losnignsméingd #r en delméangd i R"™, den bestar av vektorer eller punkter ur R". Det
kan vara ett plan eller en rit linje, eller en "storre" delméngd i R™ om n > 3, eller hela R".

Allmén 16sning ér ett sétt att framstélla alla vektorer (punkter) ur 16sningsméngden
med hjilp av en formel.

Linjara homogena system

Vi borjar med att betrakta homogena ekvationenr med hogerledet lika med nollvektor,
Ax =0

dédr A & en m x n matrix och x € R"

Homogena systemet har alltid en nolllosning x = 0. Den losning kallas ofta for trivial
16sning. Andra losningar kallas icketriviala.

Foljande kriteriet har stor praktisk mening.

Homogen ekvation Ax = 0 har en icke trivial 16sning om och endast om ekva-
tionssystemet har d&tminstone en fri variabel.



EXAMPLE 1 Determine if the following homogeneous system has a nontrivial
solution. Then describe the solution set.

Ix) 4+ 5x; —4x; =10
—3X|_ —2.1'2—‘-4.1'3:0
bx; 4+ x2 —8x3=0

SOLUTION Let 4 be the matrix of coefficients of the system and row reduce the
augmented matrix [ 4 0] to echelon form:

i 5 -4 0 i 5 -4 0 3 05 -4 0
-3 -2 4 0]~|0 3 0 Of|~]0 3 0 0
6 1 -8 0 0-9 0 0 0o 0 0 0

Since x1 is a free vanable, 4x — 0 has nontrivial solutions (one for each choice of x3).
To describe the solution set, continue the row reduction of [ 4 0] to reduced echelon

form:
1 0o -% o X —3x3=0
0 1 0 0 X5 =0
0O 0 0 0 0 =0

Solve for the basic variables x; and x; and obtain x; = §x3, x3 = 0, with x; free. As a
vector, the general solution of 4x = 0 has the form

4 4

X1 3%3 3 3
X=|x|= 0 |=x;3] 0| =x3v, wherev= | (
X3 X3 1 1

Herte x; is factored out of the expression for the general solution vector. This shows that
every solution of Ax = 0 in this case is a scalar multiple of v. The trivial solution is
obtained by choosing x; = 0. Geometrically, the solution set is a line through 0 mn ®*.
See Figure 1. [ ]

Parametrisk vektor form for 16sningar till homogena system

EXAMPLE 2 A single linear equation can be treated as a very simple system of
equations. Describe all solutions of the homogeneous “system™

lﬂX[—:}x:—lx'}:ﬂ (1}

SOLUTION There is no need for matrix notation. Solve for the basic variable x; in
terms of the free variables. The general solution is x; = .3x, + .2x,, with x, and x,



free. As a vector, the general solution is

X1 .3_1'2 + .E..l‘{]. [ .3_1'2 .2X3
X=X | = X3 = X2 | + 0
X3 X3 0 X3
3 2]
= X5 1 +X3 ] {Wlth. Xg,X3 f.[EE:} {2}
0 1]
t t
1] Y

This calculation shows that every solution of (1) 1s a linear combination of the vectors
u and v, shown in (2). That 1s, the solution set 1s Span {u, v}. Since neither u nor v 1s a
scalar multiple of the other, the solution set 1s a plane through the onigin. See Figure 2.

[




Satsen om framstéllning av allmén 16sning som summan av allménna

16sningen till homogena systemet och en partikulidr 16sning.

Example. Ange en framstillning av alla 16sningar till ekvationssystemet Ax = b
3 5 —4 7
med| -3 -2 4 ochb=| —1
6 1 =8 —4
Losning. Betrakta utvidgade matrisen som svarar mot systemet och genomfér Gauss
elimination pa det:

3 5 —4 7 3 5 -4 7 35 -4 7
-3 -2 4 1710 3 O 6 101 0 2
6 1 -8 —4 0 -9 0 -—18 00 0 O
30 —4 -3 1 0 —4/3 —1
101 0 2 101 0 2
00 0 O 00 0 0
4
331-51’3 = -1
To =
0 =
1 %l’g—l % -1
X=| a9 | = 2 =x3| 0 | + 2 =p+ 23V
T3 I3 1 0

Formeln

x=p+tv; teR

beskriver 16sningsméngden pa parametrisk vektor form.

Uttrycket tv; t € R ger allmén l6sning till homogena ekvationen, och p &r en
partikulir 16sning till inhomogena ekvationen.

Légg maérke till att vi kunde vélja annan (godtycklig) partikulér 16sning till systemet Ax =
b, till exempel

—1 : 3
q=p+3v=| 2 [ +3] 0 |=1|2
0 1 3

och skriva allmén 16sning som
x=q+tv; telR

Losningsméngden i det fallet &r en rak linje genom punkten med samma koordinater som
p (eller q) - vektor och parallell med v vektor.l
Sats 1.5.6 i Lay, sid. 63
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Lat ekvationen Ax = b vara losbart for nagon vektor b och vektor p vara en godtycklig
partikuldr 16sning.

Da ar losningsméngden till den ekvationen bestar av alla vektorer pa formen w = p + vy,
dér vy, representerar alla losningar till homogena ekvationen Ax = 0.

Bevis. (Exercise 25 i sektionen)

Lat w vara en godtycklig 16sning till Ax = b. Definiera v, = w — p. Tva ekvationer &r
uppfylda: Aw = b och Ap = b.

Med att subtrahera dem fran varandra observera att A(w —p) = 0 och d& Av;, = 0. Det
visar att alla losningar till ekvationen Ax = b har formen w = p + v, dir p ér en godtycklig
partikulér 16sning till Ax = b och v;, ér en l6sning till homogena ekvationen Ax = 0. Vi har
visat att vilken som helst 16sning w kan representeras som summan w = p + v;, ovan.

A andra sidan, om vi tar en vektor som har den formen: w = p + v, diir p &r en par-
tikulér 16sning, d.v.s. Ap = b och v, uppfyller linjira systemet Av, =0, da maste w uppfylla
inhomogena ekvationen eftersom Aw = Ap + Av, = b + 0= Db.

|

Recept for att fa fram allmin 16sning pa parametrisk vektor form

Betrakta ett linjirt ekvationssystem Ax = b

1. Radreducera utvidgade matrisen [A, b] till trappstegsmatris eller till reducerad trappstegs-
matris.

2. Framstill varje basvariable med hjilp av fria variabler med hjilp av reducerad trapp-
stegsmatris eller med hjélp av Gauss Jordans tillbakasubstitution.

3. Framstéll typisk losning x som vektor med komponenter beroende av fria variabler om
sadana finns (annars blir det bara en entydig l6sning)

4. Dela upp framstillningen for x i linjédr kombination av konstanta vektorer med koefficien-
ter som é&r fria variabler.

Exempel.

1. Each of the following equations determines a plane in R?. Do the two planes
intersect? If so, describe their intersection.

x1+4x2—5x3:0
2x1 — x2+8x3=09

11



| SOLUTIONS TO PRACTICE PROBLEMS

1. Row reduce the augmented matrix:

1 4 -5 0f |1 4 -5 0| 1 0 3 4
2 -1 8 9 0 -9 18 9 0 1 -2 -1

X1 —|—3X3 = 4

X2 — 2.?C3 = —1
Thus x; = 4 — 3x3,x2 = —1 4+ 2x3,with x3 free. The general solution in parametric
vector form 1is
X1 4 — 3X3 4 -3
X2 |l = -142x3 | =] -1 |+ x3 2
X3 X3 0 1
} !

The intersection of the two planes is the line through p in the direction of v.

12



Illustrationer till Supplementary exercises 3. Chapter 1 i Lay som svarar mot ett
linjart system med tre obekanta variabler.

Three planes intersecting Three planes intersecting
in a line in a point

(b)

Three planes with no Three planes with no
intersection intersection
(© (c)
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