Stora bilden av Linjira algebran. Vektorrum, linjara trans-

formationer, matriser (sammanfattning av begrepp)

Linjir algebra bestar av tre grenar eller koncept: geometriska begreppet av vektorrum, analys-
begreppet linjéir transformation och algebraiska toolboxet med matrisberikningar. Linjéira
ekvationssystem forenar alla tre grenar.

Vektorrum

Definitionen av ett vektorrum,

Vektorrum ér en méngd H med tva operationer - addition u + v och multiplikation med
skalérer cu, definierade for alla dess element u, v € H (vektorer) sd att u+v € H , cu € ‘H sa
att addition och multiplikation med skaldrer satisfierar f6ljande algebraiska egenskaper

Algebraiska egenskaper hos vektorrum R"

Hu+v=v+u v) c(u+v) =cu+ cw
i) (u+v)+w=u+ (v+w) vi)(c+du=cu+du
ii)u+0=04+u=u vii) ¢(du) = (cd)u
iv)u+(-l)u=u—-u=0 vili) lu=u

O
R™ &r ett av vanligaste exempel pa vektorrum.

Linjira transformationer

Definitionen av en transformation (eller avbildning)

Man séiger att 1" &r en transformation , eller avbildning som verkar fran R" till R™och
skriver T': R" — R™ om det &r en regel som till varje vektor x ur R ordnar en vektor ur R
som betecknas med T'(x).

Den definitionen dr bra att komma ihag ndr man skriver en egen funktion eller funktion-
shandtag © Matlab!

Definitionen av linjir transformation

Transformationen 7" &r en linjér transformation fran R till R™( 7' : R* — R™) om den
uppfyller tva villkor som géller for godtyckliga x, y ur R™ och ett godtyckligt reelt tal c:

Tx+y) = Tx)+T(y)
T(ex) = cI'(x).

Matristransformation
Lat A vara en m X n matris. Betrakta nu en transformation (eller en avbildning) 7,
som transformerar vektorer x ur R” i vektorer ur R™enligt formeln

T(x) = Ax

Den matristransformationen ér en linjér transformation, eftersom matris-vektorprodukt
uppfyller linjiritetsvillkor ovan. Kom ihag hir att Ax dr per definition en linjéir kombination
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av kolonner ur A med koefficienter ur x: Axdéf:clal + z9as + ... + rya, Linjiriteten av den
transformationen foljer direkt fran rikneregler fér vektorer ur vektorrummet R™.

O
Analysen av sammansatta matristransformationer ledde till definitionen av matrisprodukt.

Matrisalgebra

Matrisaddition och multiplikation med tal

(A+ B); Aij + Bjj

(CA) = CAij

)

Matrisprodukt

(AB)i; =Y AuByj = ApBij + ApBsj + ... + AinBy;
k=1
for matriser A av storlek m x n och B av storlek n x p. Resultatet AB av den matrismul-
tiplikationen har storlek m x p.
Sammansatta linjira matristransformationer A(Bx) ér en matristransformation med

matrisen AB.
A(Bx) = (AB)x

Matrisprodukten ar icke kommutativ:
AB # BA

Matrisalgebrans egenskaper.

a) A(BC) = (AB)C
b) AB+C) = AB+ AC
c) (B+C)A = BA+CA
d) r(AB) = (rA)B = A(rB)
e) I,A = A=AI,



Linjirt beroende, linjirt oberoende uppsittningar vek-
torer.

Fran ekvationer — till geometri

Vi observerade vid analys av homogena linjéra system Ax = 0 att de kan ha ara en trivial
losning x = 0 eller kan ha icketriviala losningar x # 0. I andra fallet kan l6sningsméngden
framstéillas som spannet Span {...}av en eller flera vektorer som man hittar med hjélp av para-
metrisk vektor framstillning av allmén 16sning efter Gausseliminationen pa matrisen A.

Losningsméingden kan vara en rit linje, eller ett plan genom origo. Den kan vara svart att
forestélla sig i fall losningsvektorer x dr elementen ur R™ med n > 3 (d.v.s antalet kolonner i
matrisen A ér storre dn 3).

Fran geometri — till ekvationer.

I flera situationer &r det intressant att reda ut hur spannet Span{vi,vs,,..,v,} av en
uppséttning vektorer vi, v, ,..., v, € R™ beror pa mera detaljerad information om hur dessa
vektorer ligger med avseende pa varandra.

Definition

En uppséttning vektorer {vy, v, , ..., v,} € R™ kallas vara linjért oberoende om vektorek-
vationen

TV + Tova + ...+ 1,v, =0

har bara en trivial 16sning x = 0.
Definition
En uppsittning vektorer {vy, va,,...,v,} € R™ kallas vara linjart beroende om vektorek-
vationen
vy + cova + ..+ ¢V, =0

har (4&tminstone) en icke trivial 16sning ¢ # 0. Man kan aternativt séiga att det finns reella tal
C1, C2, ..., Cp inte alla lika med 0 sa att ekvationen ovan &r uppfylld.

Exempel

Tva parallella vektorer i rummet R? ir linjsirt beroende.

Tre vektorer v,w och z med z = 2v — w ér linjért beroende eftersom linjir kombina-
tion —2v +w + z = 0 med koefficienter -2,1,1 all nonzero &r lika med noll. Med andra ord
vektorekvationen

V4 cow+c3z=0

har en icketrivial 16sning (—2,1,1).
Vi kommer att betrakta att exempel dér relationer mellan vektorer ér inte explicit synliga.

Exempel
1 4 2
Betrakta tre vektorer ur R*: vi = | 2 | ,vo=| 5 |, vz3=| 1
3 6 0

a) Bestdm om vektorer vy, vy, v3 dr linjért beroende.
b) Ange om det dr mojligt linjért beroendet mellan dessa vektorer?
Man behover vestimma om vektorekvationen

X1Vy1 + Z9Vy + T3Vy = 0

har en icketrivial 16sning. Vi anvinder att vektorekvationen &r ekvivalnet med ekvationssys-
temet med matrisen A sddan att kolonnerna &r vektorer vy, vo, v3: A=[vy, vo, v3]. Genomfor
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Gausseliminationen péa utvidgade matrisen (med noll-hogerledet)

(14201 [1 4 2 0 1 4 2 0
25100 -3 -30|"]0 -3 -30
136 00] [0 -6 —60 0 0 0 O
(1 4201 [10 —20
01 10| |01 1 0
| 000O0] [00 0 0

Man ser fran matrisen pa trappstegsform att x; och x5 ér basvariabler och x3 ér en fri
variabel. Vi kan direkt gora slutsatsen att vektorerna &r linjéirt beroende eftersom vi kan vilja
x3 =1 # 0 och det kommer att ge oss en icketrivial 16sning oavséitt virdena av z; och xs.

2[L‘3 2
Losningen framstélles genom fria variablen x3 som x = | —x3 | =23 | —1 |. Vi far da
I3 1
2
en icketrivial 1osning x = | —1 | for x3 = 1. Motsvarande linjirt beroendet av vektorer blir
1

da 2V1 + (—1)V2 + vy = 0

|

Foljande sats beskriver situationen nir det &dr enkelt att slutfora om vektorer &r linjéart
beroende.

Sats 1.7.8, sid. 76 i Lay

Om en uppsittning vektorer {vy,va,,...,v,} € R" innehaller mera vektorer #n antalet
komponent i varje vektorn, d.v.s. p > n, da &r vektorer {vy,va,, ..., v, } linjért beroende.

Bevis

Lat A = [vy, Vs, ,...,V,| - matrisen med kolonnerna - v - vektorer. Matrisen A har storlek
n X p och homogena ekvationen Ax = 0. Om p > n sa har vi mera kolonner #n ader i matrisen.
Detta medfor att systemet masta alltid ha tminstone en frivariabel.

Detta medfor att systemet har en icketrivial 16sning och vektorer {vy,vs,, ..., v, } dr linjért
beroende.
[ |
Exempel.
1 1 2
Vektorer L [ q ], [ 3 } ar linjért beroende.

Enkelt faktum &r at om en uppséttning vektorer innehaller en nollvektor sa #r vektorerna
linjért beroende. (Sats 9, sid. 76 i Lay)Od

Foljande sats har en fordel att beviset och sjilva satsen giller for vilket som helst vektorrum
och anviinder inte alls R"s struktur.

Sats 1.7.7, sid. 75 i Lay (Huvudkriteriet fér linjirt beroende vektorer)

En uppséttning vektorer S = {vy,Va,, ..., v, } av tva eller mera vektorer &r linjirt beroende
om och endast om atminstone en vektor ur uppséttningen kan franstéllas som linjér kombination
av de andra vektorer i uppsittningen.

Kommentar. Satsen pastar INTE att varje vektor i uppséttningen kan framstéllas pa det
viset, men kanske bara en.[]

En ekvivalent omformulering av satsen:

Om v; # 0, sa maste finnas en vektor v; ur S sadan att den &r en linjar kombination av
forsta j — 1 vektorer ur S.



Bevis till huvudkriteriet for linjért beroende vektorer (krévs inte pa tentan).
Bevis av ekvivalensen i direkt riktning —
Lat nagon v; ur S vara linjér kombination av andra vektorer i S:

p
V= E CrVk
k=1
k#j
Subtrahera v; fran vinster och hoger av sista ekvationen.

p
0= Z CLVE — V;
k=1
K]
Vi har fatt en linjér kombination av vektorer ur S lika med nol, dér atminstone en koefficient

vid v; &r inte noll (lika med -1). Det betyder att {vy, va, , ..., v, } & linjért beroende per definition.
Bevis av ekvivalensen i motsatt riktning <—

Lar vektorer {vy, vs,,...,v,} vara linjért beroende.
Om v; = 0 s &dr den trivial linjéir kombination av andra vektorer (med koefficienter noll).
Om v; # 0 och det finns per definition en combination av reella tal c;, cs, ..., ¢, inte alla

lika med 0 sddan att

p

Z CrVE = 0.

k=1

Lat j vara storsta index sadan att ¢; # 0 (alla storre index & har ¢, = 0).

j > 1 eftersom annars (om j = 1) skulle ¢;v; = 0 med vy # 0 sommedfor ¢; = 0, som dr
inte sant.

Vi har da att linjéra kombinationen ovan kan skrivas om mera explicit:

c1Vy + vy + ...+ CjVj + 0Vj+1 + ...+ OVp =0

Vi kan da dela sista ekvationen med c¢; och uttrycka v; som linjér kombination av foregdende
vektorer ur S:

—CjV; =1V + CoVy + ... + Cj—1Vj1

C C: Ci_
j J J

som avslutar beviset.ll

Exempel. Illustrationen till Kommentar till satsen 1.7.7

1 1 1
Betrakta en uppsittning av 4 vektorer ur R®: vi = | 2 |, vo = | =1 |, vs=| 1|, v4
0 0 0

1

1 | .Tre forsta vektorer ligger i x-y planet, tredje vektor har z - komponentet nollskildt. Den
1

uppséttning vektorer ér linjért beroende, men v, kan inte framstilld som linjér kombination av



tre andra vektorer. Varje av andra tre vektorer kan vara representerad som linjdr kombination
av ovriga vektorer, och faktiskt bara tva andra som ligger i samma plan, men inte ér parallella.
Bra test pa teoriforstaelse.

PRACTICE PROBLEMS

3 -6 0 3
1. Letu = 2 |, v= l {,w=| -5 ]|,andz = 7
—4 7 2 -5

a. Are the sets {u, v}, {u, w}, {u, z}, {v, w}, {v, z}, and {w, z} each linearly indepen-
dent? Why or why not?
b. Does the answer to Part (a) imply that {u, v, w, z} is linearly independent?

c. To determine if {u, v, w, z} is linearly dependent, is it wise to check if, say, w is
a linear combination of u, v, and z?

d. Is {u, v, w,z} linearly dependent?

2. Suppose that {v, v5, v3} is a linearly dependent set of vectors in R” and vy is vector
in R". Show that {v|, v,, v3, V4} is also a linearly dependent set.

Bas 1 R”

Definition
En uppséttning vektorer {vy,vs,,...,v,} € R" kallas en bas i R" i fall de spénner upp R":

n

(Span {vy,vs,,...,v,}) =R

och &r linjirt oberoende.[]

Vektorer vy, vy, , ..., v, kallas i det fallet basvektorer.

Viktiga observationer som blir en sats lite senare i kursen.

i) Vi kan direkt ligga méirke till att p < n annars #r vektorer {vi,va,,...,v,} linjirt
beroende.

ii) Vi ldgger mirke till att Sats 1.4.4 medfor att p méaste vara lika med n, annars kan matrisen
A = [vy,va,,...,v,] inte ha ett pivoelement i varje rad for att kunna framstélla en godtycklig

vektor b ur R" linjér kombination ¢, vy 4 covo + ... + v, = b.



