Underrum till R”, nollrum, kolonnrum av en matris, rank,

bas, koordinater, dimension.

Paminnelse om R"s egenskaper:

Algebraiska egenskaper hos R"

Hu+v=v+U v) c(u+v) =cu+cv
i) (ut+v)+w=u+(v+w) vi)(c+du=cu+du
fii)u+0=04+u=u vii) ¢(du) = (ed)u
ivy)u+(-l)u=u—-u=0 viii) lu=u

Dessa egenskaper foljer direkt fran liknande egenskaper hos reella tal (eller komplexa i fall
vi betraktar vektorer ur C" ) och fran komponentvis karaktér av dessa berédkningar.

Definitionen av vektrorrum.

Vektorrum (eller linjart vektorrum) ér en mingd H med tva operationer - addition
u + v och multiplikation med skaléirer cu, definierade for alla dess element u, v € H (vektorer)
sa att u+v € H, cu € 'H, sadana att addition och multiplikation med skalérer satisfierar
algebraiska egenskaper i tabellen ovan.

O

R"™ &r det vanligaste exemplet av vektorrum. Andra exempel av vektorrum &r losningsméngder
av homogena elvationssystem Ax = 0.

Nollrum - 16sningsméngden till linjira homogena systemet Axr =0

Vi betraktar 16sningsméngden till homogena ekvationen
Ax =0

dér A #r en m X n matrix och x € R"

Homogena systemet har alltid en noll-losning x = 0 som kallas oftast trivial 16sning.
Andra I6sningar kallas icke triviala.

Definition.

Losningsméingden till homogena ekvationen Ax = 0 #r matrisens nollrum, och betecknas
med Nol(A).

O

For tva losningar x och y till homogena systemet, d.v.s. x, y € Nol(A4) och en godtycklig
konstant c giller att x +y € Nol(A) och cx € Nol(A), eftersom A (x +y) =0 och A (e¢x) = 0.

Detta gor att Nol(A) &r ett linjért vektorrum. Nol(A) &r en delméngd i R™, och &r i den
situationen ett underrum i R".

O



Definition.

Ett underrum V i R" &r en delméngd i R™ som har tre egenskaper:

a) Nollvektor hor till V.

b) For varje u och w ur V giller det att u+w € V.

c) For varje u ur V och ¢ ur R giller det att cu € V.

O

En mera allmin definition av underrum

Lar ‘H vara ett linjidrt rum och V' vara en delmingd i ‘H: V C 'H sadan att tre egenskaper
b), ¢) ovan giiller.

V ér da ett vektorrum sjilva. V kallas da ett underrum i ‘H eftersom V C H.
O

Exempel.
Ett plan genom origo i R? &r ett underrum.
En rit linje genom origo #r ett underrum i R3.

Q
“\/

En beskrivning av nollrum Nol(A) med framstéllning pa parametrisk
vektor form.

Exempel.(sid. 218 i Lay) Ange explicit beskrivning av Nol(A) som spannet Span {by, bo, ...}
av nagra vektorer by, by, ..., med hjélp av parametrisk vektorframstillning av allmén losning
till homogena systemet Ax = 0

-3 6 -1 1 -7
A= 1 -2 2 3 -1
2 -4 5 8 -4

Gaussian elimination:

-3 6 -1 1 -7]_ [-36-11 -7
1 -2 2 3 -1 | '~ 0 0 33 ﬁ —10
2 -4 5 8 —4 0 0 ¥ 2 B
. '—36—11—7G -3 6 -1 1 -7
~A o o0 2 B _BLIERTH 0 0 1 2 -2
00 0 0 0 0 0 0 0 0
. [ -3 6 0 3 —9 o 1 -2 0 -1 3
0 012 =2~ 10 01 2 =2
0 000 O 0O 0 0 0 O
T —2T9 —r4 35 =0
r3 2r4y —2x5 =0
0 =0

Vi ser att matrisen A har tva pivotkolonner: forsta och tredje, och tre fria variabler: xq, 4,
Is.

Vi observerar ocksa att antalet kolonner &r summan av antalet pivotkolinner
och antalet friavariabler.

Detta giller for alla matriser!

Allmén 16sning till homogena systemet framstilles pa parametrisk vektor form som



T 2.132 + T4 — 3$5 2 1 -3
) i) 1 0 0
T3 = —2x4 +2I‘5 = T2 0 + Iy —2 + 5 2 = ToU + T4V + TzW
Ty Ty 0 1 0
T5 Ty 0 0 1
T T T
u A% w

Svaret: Nol(A) = Span{u,v,w} l

Viktig observation!

L#geg miérke till att vektorer u, v, w i framstéllningen fér Nol(A) som vi har fatt med hjilp
av fria variabler fran ekvivalenta trappstegsmatrisen dr autiomatiskt linjart oberoende.

Man ser det ganska l4tt om man tittar pa framstéllningen av allméinna losningen pa para-
metrisk vektor form. Varje av vektorer u, v, w har ett komponent lika med 1 pa positionen som
svarar mot dess frivariabel: x5 for u, x4 for v, och x5 for w. Dessutom har alla tre vektorer noll
pa de positionen som svarar mot "frimmande" frivariabler, eftersom reducerade trappstegma-
trisen har alltid nollor ovanfor varje pivotposition med 1. Till exempel har v noll pa positioner
for x5 och x5 eftersom dess "egna" positionen dr xy.

Denna observation giller for vilken reducerade trappstegmatrisen som helst.

Metoden som anviindes i exemplet later framstiilla allménna losningar till alla homogena
ekvationer Ax = 0 pa parametrisk vektor form och samtidigt ger en uppsittning vektorer
{v1,vs,...,v,} som dr linjért oberoende och spénner upp nollrummet Nol(A):

Nol(A) = Span (v1,va, ..., V)

Man séiger da att uppséttningen vektorer {vy,vo, ..., v, } utgér en bas till Nol(A).
[

L#igg mirke till att antalet vektorer i den basen till Nol(A) som vi hittade, &r lika med
antalet fria variabler.

O

Bas till ett vektorrum eller ett underrum

Definition.

Lat V vara ett underrum i ett vektorrum H (kanske hela H , till exempel R™). En uppséttning
vektorer {vy,vy,...,v,} €V &r bas till V om vektorer {vy,vs, ..., v,} &r linjért oberoende och
spanner V:

V =Span (v1,va, ..., V))

0J
Kommentar till exemplet med nollrum.
2 1 -3
1 0 0
Vektoreru= | 0 |, v=| =2 | ,w= | 2 |utgor en bas till Nol(A)
0 1 0
0 0 1



-3 6 -1 1 -7
med A = 1 -2 2 3 -1
2 -4 5 8 —4
Exempel.
Kolonnerna ey, ey, ..., e, i enhetsmatrisen I, utgor en standart bas i R". De spénner R”
eftersom vilken som helst vektor x = [z1, 2, ..., xn]T framstilles som x = xie;+zse9+...+x,€,

och &r sjilvklart linjart oberoende.
O

Kolonnrummet av en matris

Definition.

Betrakta kolonnvektorer i en m x n matris A = [aj, ag, ..., a,].

Spannet av kolonner i A Span {ay, as, ..., a,} = Col(A) kallas kolonnrummet av A.

Det bestar av alla linjéira kombinationer av kolonnerna i A.

O

Observera att Col(A) &r ett underrum i R™(Sats 4.2.3 i Lay)

Bevis.

Betrakta u =x1a; + r2as + ...x,a, och w =y1a; + 22, + ...y,a, som ir tva godtyckliga
linjéira kombinationer ur Span {a;, ay, ..., a,} och ett godtyckligt tal C' € R.

Vi far da att u+w = (x;+y1)a; + (za+y2)as + ... (v, + yn)a, och u = (Cxq)a; +
(Cxg)as + ... (Cxy) @, dr ocksd linjdra kombinationer ur Span {a;, ay, ..., a, }. Nollvektorn hor
till Span {aj,ay, ..., a,} och svarar mot linjdra kombinationen med alla koefficienter lika med
noll.

|

Exemplet med kolonnrummet kan omedelbart generaliseras. For en godtycklig uppséttning
vektorer {by,bs,...,b,} ur R™ &r spannet Span{by,bs,...,b,} ett underrum i R™. Det kan
bevisas exakt likadant som foér kolonnrummet.

Vi kan naturligtvist skapa en m X p matris B = [by, bs,...,b,] dér dessa vektorer blir
kolonner och séga att Col(B) = Span {by, by, ...,b,}.

Den konstruktionen #r lamplig i fall vi vill undersvka olika fragor om den uppsittningen
vektorer med hjilp av Gausselimination, analys av pivotpositioner och fri variabler.

Kolonner i en m x n matris A = [a;, a, ..., a,] behover inte vara linjért oberoende, speciellt
om n > m, kan de inte vara linjirt oberoende.

Exempel. (Ex. 7, sid. 167 i Lay)

10 -3 5 0
Betrakta matrisen B = 8 (1) g 01 (1] = [by, bs, bs, by, bs]
00 0 0 O

Det ér uppenbart att alla kolonnerna i B kan framstillas som linjéir kombination av by, bo, bs

eftersom fjirde raden bestar bara av nollor och tre kolonnvektorer by, by, by ér olika kolonner:

e1, ey, e3 fran enhetsmatrisen I,. Detta medfor dessutom att bq, by, by ér linjért oberoende.
Detta gor att by,bg,bs utgor en bas i kolonnrummet Col(B) for B.

Vi kan dessutom fa fram explicita framstéllningar av bs, by som linjéra kombinationer av
b, by (bs behovs inte just i det fallet).

b3 = —3b1 + 2b2, b4 = 5b1 - bg,



Vi kan generalisera resultatet i exemplet genom att ligga mirke till att matrisen B i
exemplet dr reducerad trappstegsmatris.

Viktig observation!

Samma typ av egenskaper kommer att gilla for vilken m x n reducerad trappstegsmatris
som helst. Dess pivotkolonner ér alltid olika kolonner fran en enhetsmatris /,,.

Detta medfor en viktig slutsats.

Pivokolonner i en reducerad trappstegsmatris dr alltid linjart oberoende och
utgor bas till kolonnrummet.

Vi kommer att observera lite senare att pivokolonner i en godtycklig matris ar
alltid linjart oberoende och utgor bas till kolonnrummet.

OJ

Exempel. (Example 8, sid. 168 i Lay)

Bestém en bas till kolonnrummet Col(A) av matrisen A (det finns alltid oéindligt méanga).

1 3 3 2 -9
-2 -2 2 -8 2
A= 2 3 0 7 1
3 4 -1 11 -8

Man kan testa att matrisen A dr radekvivalent med matrisen B fran foregaende exemplet.

Vi startar 1o6sningen med lite allméinna resonemang.

Fragan om en uppsittning vektorer {a;, as, ..., a, } fr linjért beroende loses genom att hitta
icketriviala losningar till homogena vektorekvationen

ria) + Tedg + ... +zha, =0

som dr samma som matrisekvationen
Ax =0

Fragan om en uppsiittning vektorer {by, by, ..., b, } &r linjért beroende 16ses genom att hitta
icketriviala losningar till homogena vektorekvationen

J]lbl + ZL‘QbQ + ...+ ZEnbn =0

som &r samma som matrisekvationen
Bx =0

For tva radekvivalenta matriser A och B har tva motsvarande homogena ekvationssystem
samma losningsméngd. Detta gor att linjéra kombinationer av tva uppséttningar av pivotkolon-
ner fran A och fran B med samma koefficienter kan vara lika med noll bara samtidigt.

For reducerade trappstegsmatrisen B vet vi att pivot kolonner &r linjirt oberoende, d.v.s.
en linjéir kombination av pivot kolonner ur B #r noll bara for nollkoefficienter.

For exemplet vi betraktade betyder detta att

ZL‘lbl + ZEQbQ + l’5b5 =0

om och endast om x; = 29 = x5 = 0.
For radekvivalenta matrisen A i andra exemplet géller samma egenskap:



r1a; + Toas + x5a5 =0

om och endast om z; = x5 = x5 = 0. d.v.s pivotkolonner i A #r ocksa linjéirt oberoende.
Ovriga kolonner bs, by ur B, som svarar mot positioner av fria variabler, var framstillda
som linjir kombination av pivotkolonner av B:

b3 = —3b1 + 2b2, b4 = 5b1 — bg,

Exakt samma relationer maste gélla for kolonner as, a, fran radekvivalenta matrisen A:

az = —3a; + 2ap; ay = 5a; — ap;

eftersom ekvationer Ax = 0 och Bx = 0 har samma I6sningar. Relationer fér ag och a4 svarar
mot l6sningar [—3,2,—1,0,0]” och [5,—1,0,—1,0]" till ekvationen Ax = 0.

Detta gor att alla linjéira kombinationer av kolonner aj, as, as, a4, a5 kan framstillas som
linjdra kombinationer av bara a;, as, och as.

Den slutsatsen medfér att pivotkolonner a;, as, a5 utgor en bas till Col(A) eftersom a;, as,
as dr linjirt oberoende och Span {a;, as, a5} = Span{a;, as, a3, a4, a5} = Col(A).

|

Var forsiktig och kom ihag att det ér pivotkolonner fran A som utgor basen till dess kolon-
nrum Col(A), INTE pivotkolonner fran radekvivalenta reducerade trappstegsmatrisen B. Pivot
kolonnern ur B dven inte ligger i Col(A)!!

O

Samma resonemang skulle gélla for vilken matris som helst och leder till f6ljande sats.

Sats om basen till kolonnrummet av en matris. (Satsen 4.3.6., sid.
230 i Lay)

Pivot kolonner i en matris A utgor en bas till kolonnrummet Col(A).

OJ

Var forsiktig och kom ihag att det &r pivotkolonner fran A som utgdr basen
till dess kolonnrum Col(A), INTE pivotkolonner fran radekvivalenta reducerade
trappstegsmatrisen B. Pivot kolonnern ur B behdver dven inte ligga i Col(A)!!!

OJ

Vi ligger mérke till att det &r mycket ldttare att hitta en bas till Col(A) da man behover
bara radreducera A till en trappstegsmatris och hitta pivotkolonner i A.

For att hitta en bas till Nul(A), méste man forst gora det samma och sedan framstilla
l16sningen till homogena systemet Ax = 0 pa parametrisk vektor form.

Kom ihag att bas till ett underrum ér inte entydig. Man kan fa olika svar beroende pa hur
man framstéller underrummet.

Bas, koordinater, dimension

Sats. (formuleras forst i texten pa sid. 173, och sedan formellt i Theorem 4.5.10,
sid. 244 i Lay)

Alla baser till ett underrum V C R™ har samma antal vektorer (dimensionen av underrum-
met V).



O

Beviset saknas section 2.9 i Lay och foreslas som Exercises 27, 28, sid. 177 med tydliga tips
om resonemanget.

Definition.

Dimensionen av ett underrum V C R™ #r antalet vektorer i dess bas. Om V ={0} &r per
definition dim(V) = 0.

Il

Definition.

Lat B = {by,bs,...,b,} vara en bas till ett underrum ¥V C R™ eller annat vektorrum. For
varje vektor x € V finns en entydig framstéllning av x som linjéir kombination av {by, ba, ..., b, }:

X = Clbl + Cgbg + ...+ Cnbn

med skaldrer cq,cs,..., ¢, som kallas koordinater av x med avseende pa basen B.Vektorn

&1
c=| @ | #ren B - koordinatvektor av x med avseende pa basen B.
Cn
O
Exempel.

X
b\ | b,
b T
FIGURE 4
The B-coordinate vector of X is
(3.2).



3 -1 3
EXAMPLE 1 Letv, = |:6:|,v2= [ Uj|,x= |:12],and8={v,,v2}.Then
2 1 7
B is a basis for H = Span {v;, v,} because v; and v, are linearly independent. Deter-
mine if x 15 in A , and if it is, find the coordinate vector of x relative to B.

SOLUTION Ifxisin /A, then the following vector equation is consistent:

s HEH

The scalars ¢| and ¢, if they exist, are the B-coordinates of x. Row operations show

that
3 -1 3 1 o 2
6 0 12|(~]10 1 3
2 1 7 0o 0 0

g _The basis BB determines a “coordinate system™
on H , which can be visualized by the grid shown in Figure 1. [ ]

Thus ¢ =2.c; =3,and [x ], =

X3

FIGURE 1 A coordinate system on a plane
H in R3.

Ranksatsen

Vi borjar med en enkel observation om pivotkolonner och fria variabler i en matris.

For en m x n matris A antalet pivotkolonner plus antalet fria variabler ér lika med antalet
kolonner i A. Vi kan formulera om detta pastaende pa annat sitt: antalet vektorer i basen
till Col(A) (som #r dimensionen av Col(A) och antalet vektorer i basen till Nul(A) som &r

dimensionen av Nul(A), har summan lika med n - antalet kolonner i A:
dim (Col(A)) + dim (Nul(A4)) =n

8



Definition.

Rank av matris A: rank(A) dr dimensionen av kolonnrummet Col(A) av A.
OJ

Vi kan formulera om tidigare observationer och den definitionen som
Ranksatsen. Sats 2.9.14.

For en matris A giller att

rank(A) + dim (Nul(A4)) =n



EXAMPLE 3 Determine the rank of the matrix

2 5 -3 4 8

_ |4 74309

“T16 9 -5 2 4

0 -9 & 5 —6

SOLUTION Reduce A to echelon form:
2 5 -3 -4 8 2 5 -3 -4 8
p B3 2 5 -T 0 -3 2 5 _7
1o -6 4 14 20077710 0 0 4 -6
0 —9 6 5 —6 0 0 0 0 0
Pivot columns t t 4

The matrix 4 has 3 pivot columns, so rank 4 = 3.

Vi kan nu tilldgga lite extra pastdenden ekvivalenta med inverterbarheten av en kvadratisk
n X n matris A.

Sats om rank och inverterbara matriser.

(Fortsédttningen av satsen om inverterbara matriser. Sats utan nummer i Lay
sid. 174. )

Lat A vara en n x n matris. Foljande pastaenden #r ekvivalenta med att matrisen A &r
inverterbar.

m. Kolonner i A utgor en bas i R".

n. Col(A) =R"
o. dim (Col (4)) =n
p. rank(A) =

n

q.- Nul(A) = {0}

r. dim(Nul(A4)) =0

OJ

Bevis till satsen bestar av flera enkla steg, som kan vara bra 6vningar, men kréivs inte pa
tentan. Men man méaste kunna formulera 5-6 stycken av dessa ekvivalenta pastaenden (fran a.
till r.) fran satsen.

Praktisk anviindning av resultat och metoder fran den forelédsningen &r baserad pa Gausse-
limination och radredusering av en given matris A till en radekvivalent matris pa trappstegsform
eller reducerad matris pa trappstegsform. Det dr mojligt att gora det pa papper bara fér sma
matriser upp till 4 x 4. For storre matriser gor man detta bara med hjilp av dator.

10



