Determinanter, egenvectorer, egenvirden.

Determinanter av kvadratiska matriser definieras recursivt: forst for 2 x 2 matriser, sedan for
3 X 3 matriser som #r mest anvindbara.

a b

det{c d] = ad — be

11 Q12 Qi3
det 21 Q29 (A23

a31 32 a3s3
Q22 A23 a1 Q23 Q22 Qa23
= dali det — a12 det + a3 det
a3z Q33 a31 33 a32 33
= an (022033 - CL23G32) — Q12 (a21a33 - a31a23) + a3 (a21a32 - a22a31)

ag1 A23 ailz ams aix as
= —Qai2 det + a92 det — a3 det ...etc.
az1 ass ag1 ass Q21 Q23

For matriser av hogre storlek n x n definieras determinat med hjélp av reducering till
beriikning av n stycken determinanter av delmatriser av storlem (n — 1) x (n — 1).

Definition

For n > 2 #r determinanten av n x n matrisen A = [a;;] summan av termer pa formen
+a;;det A;; med alternerande plus och minus, dér matrisen A, ; fas fran matrisen A med att
strycka bort forsta raden och kolonnen j.

det A = a1 det AH — 12 det A12 + ...(—1>1+n0,1n det Aln

0
Lite allméinnare variant av den regeln kan formuleras med hjelp av uttrycket som heter
kofaktor:
Cij = (—1)Z+j det Aij

Utveckling 6ver raden 7 :

detA == ailCil + CLZ‘QCZ‘Q + ...+ a,-nC'm

Utveckling 6ver kolonn 7j:

det A = ale’lj + CLQjCQj + ...+ CLnanj

Plus och minus vixlar nir vi gar lings en rad eller léings en kolonn:

+ - +
__l’__
+ -+
_+_

Det ér formanligt att vilja for utvecklingen en rad eller en kolonn som innehéaller flest nollor.
For en triangular matris med nollor under eller ovanfor diagonalen, ér det A lika med produkt
av diagonala element.



Determinantens egenskaper

Satsen om radoperationer. Sats 3.2.3, sid. 187 i Lay

Lat A vara en kvadratisk matris.

a. Om a multiple av en rad adderas till annan dar i A for att skapa en ny matris B, sa
det A = det B.

b. Om tva rader i A viixlar platser for att producera matrisen B, sa det A = — det B.

c. Om en rad i A multipliceras med ett tal ¢, fér att producera matrisen B, sa det B =
cdet A

Dessa egenskaper kan anviindas for att fa fram en enklare matris och berikna determinant
snabbare.

Samma egenskaper giller om man genomfor liknande transformationer med kolonner i A.

En viktig slutsats ( i gul rektangel pa sidan 189 i Lay)

Vi kan genomféra Gausselimination pa en kvadratisk matris A utan att skala rader (utan
att multiplicera dem med ett tal), men kanske med att viixla r ganger nagra rader. Vi far da
en trappstegsmatris U som &r radekvivalent med matrisen A och dr triangulér(!!!).

det U #r lika med produkt av dess diagonala element, och har enkelt samband med deter-
minanten av ursprungliga matrisen A:

det A= (—1)"detU

dér r &r lika med antalet vaxlande par rader under Gauss eliminationen. (Tecknet av determi-
nanten #ndras varje gang da vi viixlar tva rader.)

Det kan uppsta tva situationer med det U. Trianguléira matrisen U han ha n pivotelement,
som alla star pa diagonalen. I det fallet ér det U lika med produkten av dess pivotelement.

Annars, far man nagra nollrader i U och nagra nollelement péa diagonalen av U. I det fallet
blir det U = 0 och det A = 0.

Se pa bilden:

] kok %
0 [ 5 %
U110 0 = =
0 0 0 m
detU # 0
0 ] 5 0
U=10 0 0 =
0 0 0 O]

det/ =0

Vi far en umedelbar slutsats
Sats 3.2.4 Om determinant och inverterbara matriser.
En kvadratisk matris A #r inverterbar om och endast om det A # 0.

O



Exempel.
Beréikna en determinant med att anvéinda bara regeln a) i satsen om determinantens egen-
skaper.

1 -3 1 4 1 -3 1 4
-1 5 2 =3 0 2 3 1 . )
A= 9 _9 6 3 — 0 4 i _5 med att addera forsta raden till andra
| 0 2 -1 2 0o 2 -1 2
och forsta raden génger —2 till tredje raden.
1 -3 1 4
0 2 3 1 . ) )
— 0 0 -2 _7 med att addera andra raden ganger —2 till tredje och andra
|0 0 —4 1
raden ganger —1 till fjirde raden.
1 -3 1 4
0 2 3 1 ) . e
— 0 0 —2 _7 med att addera tredje raden ganger —2 till fjdrde raden.
0 0 0 15

Alla matriser under transformationen har samma determinant enligt regeln a) i satsen ovan.
Sista matrisen #r matris pa trappstegsform och trianguylér matris.
Dess determinant &r lika med produkt av diagonala element. Slutsatsen &r att

det A=1x2x(-2) x15=—60

|
Sats 3.2.5, sid. 190, i Lay. Om determinant av transponat matris.
det AT = det A
O
Sats 3.2.6, sid. 191. om determinant av matrisprodukt (extremt icke trivialt
resultat!)

Om A och B ér tva n X n matriser, sa giller att
det(AB) = det(A) det(B)

Bevis dr komplicerat och krivs inte.

Geometriska meningen med den satsen foljer litt fran geometriska meningen med determi-
nanten.

|det(A)| &r volumen som #r spiannd av kolonnvektorer i A. Vi vet det vil fran analytisk
geometri i fall med dimensioner 2 och 3. Determinant har samma geometriska meningen i hogre
dimensioner.

Man tolkar ockséa det(A) som dndringen av volumen av enhets kub spénnd av basvektorer
ey, €y, ...,e, , under transformationen T (x) = Ax, T4 : R" — R", eftersom kolonnerna i A &r
lika med a; = Ae; = T'a(e;) (med mojlig multiplikation med —1 ).

Om vi infor en till transformation Tp(x) = Bx och betraktar #ndringen av volumen av
enhetskub under sammansatta transformationen 7'y (7'3(x)), sa blir den &ndringen naturligtvist
lika med produkten det(A) det(B):

man #éndrar volumen forst det(B) ganger och sedan resultatet det(A) ganger till, d.v.s
det(A) det(B) sammanlagt (med mojlig multiplikation med —1 ). A andra sidan &r matrisen
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av sammansatta transformationen lika med AB.Matris produkten definierades sa att det skulle
gilla.

Den matrisen AB éndrar volumen som det(AB) (med majlig multiplikation med —1 ). s&
man maste ha det(AB) = det(A) det(B).

|

Cramer’s regel.

Sats 3.3.7, sid. 195
Om n x n matris A dr inverterbar (det A # 0) kan komponenter z; av entydiga losningen
till ekvationen Ax = b uttryckas som
T; = TdotA 1=1,2,...,n
Dér matrisen A;(b) fas fran matrisen A med att ersitta kolonnen pa plats i i m A med
vektorn b.

En fordel med den metoden dr att man kan berikna enstaka intressanta komponenter ur
losningen x utan att beréikna hela l6sningen. Den formeln bevisas med att betrakta produkten

AlL(x) = Ale, ..., X, ..., = [Aey, ..., Ax, ... Ae,]
= [ay,...,b,..a,]
Med att tillimpa produktregeln for determinanter pa viinstra delen i den likheten fas
(det A) (det I;(x)) = det A;(b)

Andra determinanten dr lika med z;.

det [;(x) = z;
Det fas genom kofaktor utveckling over raden ¢, ddr det star bara nollor férutom ett diago-
nalelement z; pa positionen (7,7). Detta medfor

(det A)z; = det A;(b)

och Cramers formel.
[ |

EXAMPLE 1 Use Cramer’s rule to solve the system
3x; —2x, =6
—5x1 +4x, =38
SOLUTION View the system as Ax = b. Using the notation introduced above,

3 -2 6 —2 3 6
(27 ame[g) a2

Since det A = 2, the system has a unique solution. By Cramer’s rule,
detAy(b) 24+16

_ 20
T T et A 2
det A>(b) 24 + 30
x, = TtAb) 24+ 30 _ O
det A 2



Cramers formula medfor omedelbart en ganska oanviindbar formula for inversa matrisen:
eftersom (4, j) element [A~'],. i A~ enligt Cramers regel

_1 _detAi(ej)
[4 L‘J" det A

C111 C121 Cnl
Afl 1 C(12 C’22 CnZ

" det A
Cln CZn C’nn
déar
Cji = det Ai(ej)
Det &r l4tt att se att Cj; = (—1)""7 det(A;;), dér matrisen A;; 4r matrisen A utan kolonn j
och rad i.

O

Den formeln ér helt opraktisk i alla fall forutom fallet da A = [ ¢
och

SNCECI R

Z } i4r en 2 X 2 matris

som vi larde tidigare.
O

Egenvektorer, egenvirden.

Exempel.

. 3 =2 | -1 ]2
LatA—{l 0:|OChu-|:1:|,V—|:1:|.

Bilder av u och v under avbildningen 7'(x) = Ax, som verkar fran R? till R? visas pa bilden

Vi observerar att vektorn v har en viildigt speciell relation med matrisen A, némligen

Av = 2v. Avbildningen T definierad av matrisen A bara dndrar lingden av vektorer parallella
med v och gér dem dubbelt sa langa.

Definition.



Egenvektor till en n x n matris A dr en nollskilld vektor x € R” sadan att Ax = Ax for
nagon skaldr A € R.

(A &r reellt tal hir, men kan vara komplext tal i fall man betraktar komplexa vektorrummet
Cn).

O

Man kan formulera om definitionen med betoning pa egenviirdet.

Skaldren A kallas egenvirdet till matrisen A om det finns en icke trivial 16sning x # 0 till
ekvationen Ax = \x.

Vektorn x i det fallet &r en egenvektor som svarar mot egenviirdet .

O

Samma begrepp kan tillimpas for en linjéir transformation 7'(z). Egenvektor till en linjér
transformation 7' : R™ — R"™&r en nollskilld vektor x sddan att 7'(x) = Ax for nagon skaldr A.

OJ

Ett tal A &dr ett egenviirde till matrisen A om och endast om ekvationen Ax = Ax har en
icke trivial 16sning.

O

Exempel.

Visa att skaldr 7 dr ett egenvirde till matrisen A = { é g ] .

Vi betraktar ekvationen

Ax = Tx
Ax = (T)x
(A-THx = 0

1 6 10
(s 3]7lo 1)) =0
—6 6
{ 5 -5 ] x =0
Vi ser att systemet har icketriviala losningar eftersom tva ekvationer dr faktiskt samma och
det finns en fri variabel. Allmén 16sning &r

1
x_t{l},teR

1 . .
Vektorn 1 ar en egenvektor som svarar mot egenvirdet 7. Det finns oéindligt manga

andra parallella egenvektorer som svarar mot ¢ # 0 i formeln for allmén 16sning.
Det ér lidtt att berikna alla egenvektorer som svarar mot ett kiind egenviirde A. Man behéver
bara hitta allmén 16sning till ekvationessystemet

(A= X)x=0

och framstélla den pa parametrisk vektor form. Linjért oberoende vektorer i den framstéllnin-
gen ger maximalt antal linjért oberoende egenvektorer till matrisen A.

OJ

Det finns ett speciellt fall da det ér enkelt att hitta alla egenviirden till en matris A.

6



Sats. 5.1.1. sid. 287.

Egenviirden av en triangulér matris dr elementen pa dess diagonal.

OJ

Vi hoppar 6ver enkla beviset till den satsen.

Ett homogent system ekvationer Bx = 0 har icketriviala losningar om och endast om
det B = 0.Detta medfor en viktig ekvation som alla egenviirden maste uppfylla.

Sats (i gul rektangel pa sidan 294 i Lay)

A scaldr A dr ett egenviirde till en n x n matris A om och endast om A satisfierar ekvationen
det(A—AI) =0

Detta foljer fran att homogena systemet (A — Al)x = 0 som maste uppfyllas av egenvek-
torer, har icketriviala l6sningar om och endast om det(A — AI) = 0.
Definitionen av karakteristiska polynomet till en matris.
n- te grads polynom
det(A — M) = p(N)

kallas karakteristiska polynomet av matrisen A .
Alla egenvirden till matrisen A &r rotter till karakteristiska polynomet.

Algebrans huvudsats.

Algebrans huvudsas pastar att varje n - te grads polynom har n rotter, kanske komplexa, en
del mojligen likadana. Likadana rotter kallas multipla rétter.

OJ
Det betyder att varje karakteristiskt polynom p(\) faktoriseras i n linjira termer

p(A) = N4 N Lo+ e
<)‘ - )‘1)(/\ - >\2) Tt (/\ - An—1)<>‘ - )‘n)

Rotter som triffas mera én en gang i faktoriseringen kallas multipla rotter, och egenviirdena
kallas i sa fall multipla egenvirden. Rotter som triiffas bara en gang i faktoriseringen kallas
enkla rétter och motsvarande egenviirden kallas enkla egenvirden.

Vi betraktar i kursen néstan bara fallet med reella egenviirden och egenvektorer.

Fallet med komplexa egenvirden och motsvarande komplexa egenvektorer kommer att be-
traktas som instrument for linjéira system ODE lite senare och bara i fall med matriser 2x2.

Definition

Ekvationen

p(A) =0

for rotter av karakteristiska polynomet kallas karakteristiska ekvationen.

!

Karakteristiska ekvationen har en intressant egenskap (Cayley Hamilton satsen) att matrisen
A uppfyller karakteristiska ekvationen:

p(A) =0

7



(Beviset ér svart och ligger utanfor kursens ambitioner)
O

Lamplig egenskap hos karakteristiska polynomet i relation med sparet och de-
terminanten av matris.
Det &r lidtt att observera att tva koefficienter i karakteristiska polynomet av grad n

p(A) =
N4 A" T e+
A=2)A=A2) . - A= N1) (A= A\p)
har speciell mening;:
Cn—1 = Tr(A); co = p(0) = det(A)
dér Tr(A) &r sparet av A: summan av diagonala element i A och p(0) = det(A) &r lika

med produkten av alla egenvirden.

TI‘(A) = Q11+ a9 + ... + un
det(A) )\1 . )\2 et )\n,1 . )\n

O

Exempel. Betrakta en allmén 2 x 2 matris A = [ CCL b

d } och bestdm dess karakteristiska

polynom.

e (RIN R}

= ([l ])-

= N —Xa+d)+ (ad — be)
A — A\Tr(A) + det(A)

dér Tr(A) =a+d .
[ |
Exempel.

Bestiam egenviirden och egenvektorer till matrisen A = [ _12 le } .

Karakteristiska polynomet for 2 x 2 matrisen A &r p(A) = A> = 5A 46 = (A — 2)(A — 3).

Egenviirden dr da rotter till det polynomet, ndmligen A\ = 2, Ay = 3.

Egenvektorer v; och vy som hor till egenviirdena \; = 2 och Ay = 3 &r icketriviala 16sningar
till ekvationessystem

(A — )\1]) vV = 0.
(A= XI)vy = 0.
Motsvarande matriser ar
11
IEVEE



och

(A—)\QI):[:g ”

I fall med 2 x 2 matriser dr det litt att fa fram egenvektorer, eftersom det finns bara en
oberoende ekvation for varje egenvektor.

NHERSH

Svara delen i problemet med egenvektorer och egenviirden ér att bestimma egenvirden. Om
egenviirden #r kiinda, sa hittar man egenvektorer med hjilp av Gauss elimination. Egenviirden
till en n x n matris A #r rotter till n-te grads karakteristiska polynomet:

p(A) =det(A—\,,) =0

Det finns ingen formel for rotter i fall n > 4.

Exempel.
1 -1 =2
Bestim egenviirden till matris A = 1 -1 =2 |,
-1 -1 0

Beriikna karakteristiska polynomet.

1—A —1 -2
p(A\) = det(A — AI) = det 1 —1-Xx =2
S

Sétt summan av andra raden och tredje raden istéllet fér andra raden. Determinanten blir
samma

1—A —1 —2

p(A) = det 0 —2—-X —2—-2)X
| )\

1—X -1 =2

= (=2—=ANdet| 0 1 1

-1 -1 =X

Utveckla sista determinanten ldings forsta kolonnen:

p(A) = (2= (=X (=A+D)+(=DA)) =
= (=2=N)(-A+1+X=-2-1)
= —2+FNN=2)=-2A2+N) (1 -2
Karakteristiska polynomet &r p(\) = 4\ — A?.

A =0, Ay = =2, A3 = 2. Vi fick tre olika egenvirden till matrisen 3 x 3. Egenvektorer kan
man fa fram med hjilp av Gauss elimination fran motsvarande ekvationessystem

(A= XNeD)vip =0, k=123
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1 1 -1
V] = —1 <—>)\1:O;V2: 1 <—>)\2:—2;V3: -1 <—>)\3:2
1 1 1
Enligt en sats som formuleras senare ér dessa egenvektorer linjéirt oberoende och utgér en
bas i R? eftersom de svarar mot tre olika egenviirden till A.

Example.
1 -2 4
Bestiam egenviirden till matrisen A= | 3 —4 4
3 -2 2

Berikna karakteristiska polynomet.
p(A) = det(A — AI) = det 3 —4-X 4

Byt subtrahera andra raden fran tredje raden och sitt resultatet istéllet for tredje raden
och sedan byt andra kolonnen med summan av andra och tredje kolonnen.

1—A -2 4
p(A) = det(A — M) = det 3 —4-A 4
0 24N —2-—-X
Addera tredje kolonnen till andra kolonnen
1—-Xx 2 4
p(A) = det 3 =X 4
0 0 —2-—2AX

Utveckla sista determinanten over sista raden:

p(\) = det(A— )=

= —(2+/\)det[1g/\ _2)\1 =

—2+AN (NP =X2=6) = —(24+A)*(A-3)

Karakteristiska polynomet ir p(A) = —A* — \? + 8\ + 12.
Egenviirden ér A\ » = —2, har multiplicitet 2(dubbelrot), A3 = 3.

2 4
£ —3 1
3 3
Egenvektorer: 11,1 0 — =2, 1 — 3
0 1 1
Exempel.

Bestdm egenvektorer till matrisen

21 0
A=|0 1 —1
0 2 4
om egenviirden av A dr A\; = Ay = 2 och A3 = 3 (prova detta!). Ekvationssystemet

(A —2I)x = 0 for egenvektorer till \; har matrisen
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0 1 0 Gauss 010 Gauss 010 1
0 -1 -1 - 011 N 00 1|=x=t]|0
0o 2 2 000 000 0
Detta ger bara en linjért oberoende vektor till multipla egenviirdet A;.
Ekvationssystemet (A — 37)x = 0 for egenvektorer till Ay har matrisen
—1 1 0 |puss| =1 1 0] qpues | -1 0 =05 0.5
0 -2 -1 - 0 21 - 0 1 05 |=x=t| —-05
0o 2 1 0 00 0 0 0 1

Detta ger en linjért oberoende vektor till enkla egenviirdet \,.
|
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