Ortogonalitet. Fredholm satsen. Spektralsatsen for sym-

metriska matriser.

Definition.

For tva godtyckliga kolonnvektorer u och v ur R” skalérprodukt (inre produkt i Lay) &r ett

reelt tal som betecknas med u - v och beriknas enligt formeln

V .

n
u-v=ulv =U1V1 + UV + ... + UpVy = E U;V;
=1

Egenskaper hos skaldr produkt.

u-v =v-u
(Vv4+u) -w =v-w+u W
(cu) v = c(a-v)
v-v >0; v.v=0<=v=0

Definition.
Léngden av en vektor v € R™ ir ett icke negativt tal (jamfor med Pythagor satsen)

vl = vv-v;

vII® = v-v

Definition.
For godtyckliga v,w € R" avstandet mellan v och w

dist(v,w) = ||v — w]|
Definition
Tva vektorer v,w € R" dr ortogonala (mot varandra) om deras skaldr produkt &r noll:
w = 0.

Pythagor satsen

Tva vektorer v, w € R &r ortogonala om och endast om ||v + w||> = ||v|* + [|w]*.
Bevis.

v+wl|P=v+w) - v+w)=v-v+2v-wHw-w=|v|][>+ W]+ 2v-w
hogerledet &r lika med ||v||* 4 ||w]||* om och endast om v - w = 0, d.v.s. om v och w € R"

ar ortogonala mot varandra.ll



Ortogonala komplementet W+ till ett underrum W.

Definition. (i texten pa sid. 352 i Lay)

Lat W vara ett underrum i R".(Till exempel ett plan genom origo i R?).

Lat mingden W+ bestd av alla vektorer v ur R"ortogonala till alla vektorer w ur W,
nimligen sidana vektorer att relationen v -w = 0 giiller. Migngden W+ kallas ortogonala
komplementet till W i R”.

OJ

Exempel

Lat ett underrum W i R?® vara ett plan genom origo i R3. W+ = L #r da en linje genom
origo, ortogonal till planet W.

I fall vi viljer ett underrum L i R? som en linje genom origo, kommer L' vara ett plan
genom origo, ortogonal till den linjen.

\Z\L

a

Man siiger ofta att W+ och W #r ortogonala komplementen till varandra.
OJ
Det &r ldtt att se att

(W) =w

Radrummet Row(A)

Matriser som har bara en rad (vi far kalla dem for radvektorer) utgor ett vektorrum med
avseende pa matrisaddition och multiplikation med reella tal.

Definition.

Mingden av alla linjiéra kombinationer av transponerade rader ur en m X n matris A
utgor ett underrum i R™ som kallas radrummet fér matrisen A och betéicknas med Row(A).

Vi kunde ocksa definiera radrummet av matrisen A som kolonnrummet av transponerade
matrisen AT

Row(A4) % Col(A7)

Lite skum definition for radrummet Row(A) ges pa sidan 249 i Lay. Vi ger hér n lite mera
exakt definition med att ta transponerade rader ur A for att direkt bygga ett underrum i
R™.



\ /

0 4 0
Ny 4 ﬁo\/ﬁ

ROW A le A

FIGURE 8 The fundamental subspaces determined
by an m x n matrix A.

Satsen om relationen mellan kolonnrummet av en matris och noll-
rummet av dess transponat (Col(A))" = Nul(A?) (Fredholm satsen).
Sats 6.1.3, sid. 353

Lat A vara en m X n matris.

1. Ortogonala komplementet (Row(A))" till Row(A) ér nollrummet Noll(A) till A

2. Ortogonala komplementet (Col(A))" till Col(A) r nollrummet Noll(AT) till AT

3. Kolonnrummet Col(A) dr ortogonala komplementet (Noll(AT))L till nollrummet Noll(AT)
till AT

En kort reformulering av detta ges av formler:

(Row(A))" = Noll(A)
(Col(A))" = Noll(AT)

Andra ekvationen kan ocksa skrivas om som

Col(A) = (Noll(AT))*

Bevis.

Ekvivalenta andra och tredje pastaenden i satsen kallas Fredholm satsen.

De foljer direkt fran pastaendet 1. genom att ersiitta A med AT och AT med A.

Vi ger bevis til pastaendet 1.som har direkt samband med vara kunskaper om linjéra system
ekvationer.

Lat ry, ra,, ..., r,,, beteckna rader i m x n matrisen A:
a1; Q2 -+ Qin ry
Q21 Q22 -+ Q2 ry
A= ; . i =
Am1 Qm2 - Amn rny

Vi dr intresserade av Noll(A) som &r 16sningsméngden till homogena ekvationen Ax = 0.
Beriékna produkten Ax av matrisen A med en godtycklig vektor x € R™ med hjilp av rad
- kolonn regeln. Vi observerar da att varje komponent med nummer k i produkten (Ax) som



dr vektor ur R, &r matris produkt ryx och #r samtidigt skaldr produkt av vektorn x med
transponerade raden (rj,)” med nummer % ur matrisen A.

T
rix (r1)" -x
T
roX ra) - X
Ax = 2 = (x2)
ry,X (rm)" - x

Detta visar att x hor till Noll(A) , d.v.s Ax =0 om och endast om alla skaldra produkter i
hoger ér lika med noll. Detta betyder att x &r ortogonal till alla transponerade rader ur A och
att x hor till (Row(A))".

Detta bevisar pastaendet 1.

2. foljer direkt fran 1 med att anviinda att (AT)T = A och med att erséitta A i formuleringen
av 1. med AT .

3. foljer fran 2. genom observationen att for ett godtyckligt underrum W i R™géller att
(I/VL)l = W, d.v.s att ortogonala komplementet av ortogonala komplementet av ett underrum
dr samma som sjilva underrummet.

|

Viktig slutsats fran pastaendet 2. i Sats 6.1.3 (kallas ocks& Fredholm satsen)

Ett linjéirt systemekvationer Ax = b har en l6sning om och endast om b &r ortogonal till
nollrummet av A”.

OJ

Bevis.

Systemekvationer Ax = b har en l6sning om och endast om b hor till kolonnrummet Col(A),

som dr samma som ortogonala komplementet (Noll(AT))L till Noll(AT). S& systemet har en
16sning om och endast om b &r ortogonal till Noll(AT).

[ |
Exempel.
1 2 2
. -2 -3 -5
1. Betrakta matrisen A = 1 4 och vektor b = 0
-1 2 —6
Anind basen till Null(AT) och Fredholm satsen for att bevisa att systemet Ax = b &r
Iosbart.
1 2
-2 3| o 1 —21 41
A=11 4 ’A_{2—34 2]'
-1 2
-2 1 -1 Gauss 1 0 5 7
. T o . . . .
Row echelon form till A* fas med Gauss elimination: [ 9 _3 4 9 } N { 01 2 4 ]
-5 -7
) T -2 —4
bas till nullspace Null(A") : v; = L= g
0 1



Satsen om sambandet mellan ortogonala komplementet, (Col(A))™ till colonnrummet C'ol(A)
och nullrummet till transponat matris Null(AT) stiger att (Col(A))" = Null(AT).

Detta medfor Fredholm satsen som séger att systemet Ax = b har en 16sning om och endast
om b ir ortogonal till Null(AT). Detta foljer fran att b #r ortogonal till alla basvektorer i
Null(AT) : bade v; och vy i vart fall. Vi testar detta:

2 -5 2 -7

-5 -2 -5 —4 o 1ae .

0o |- 1 =0; o 1 o = 0. Systemet &r losbart enligt Fredholm satsen.
—6 0 —6 1

Ortogonala uppsattningar vektorer.

Definition.
En uppséttning vektorer{uy, us,...u,} ur R” dr ortogonal méngd om varje par av olika
vektorer ur uppséttningen dr ortogonala mot varandra: w; - u;, for alla i # j.

Satsen om bas av ortogonala vektorer. Sats 6.2.4, sid. 356. (bevis

krivs pa tentan)

Lat S = {uy, uy,...u,} vara en ortogonal uppséttning vektorer skillda fran noll i R".

Den uppséttningen &r linjért oberoende och utgér en bas till spannet Span(uy, uy, ...u,)
av dessa vektorer.

Bevis. (bevis kridvs pa tentan)

Betrakta en linjir kombination av givna uppséttningen vektorer lika med noll:

cuy + cug + ... +cu, =0

Skalér produkt av den lijira kombinationen med en godtycklig vektor u, ur den uppsit-
tningen &r like med noll och

ciug - Uy + CoUg - Uy + ..Uy - Uy + .+ cpuy - uy = 0

Alla skaléra produkter i den summan &r noll forutom .uy - vy, = ||ug||* # 0. Detta medfor
att
i [lug|* =0

och ¢, =0, for allak = 1, ..., p och att vektorer {uy, uo, ...u, } &r linjért oberoende per definition.
|
Definition. En ortogonal bas {u,us,...u,} till ett underrum W #r en bas som #r en

ortogonal uppséttning vektorer.
O



Sats 6.2.5 Om koordinater med avseende pa en ortogonal bas

Lat {u;,uy,...u,} vara en ortogonal bas till ett underrum W av R". Koordinater av varje
vektor y € W med avseende pa den basen beriknas enligt formeln:

Yy = cawum —+ coug + ... + CpUp
Y- ug Y- ug
ck‘ ey e 3 k = 1,...,p
Wy [yl
Proof.
2
Y - Uk =C1Ug - Ug + Uy - Ug + oo+ U, - Uy = Uy - Uy = ¢ ||ug|
[ |

Liagg mérke till att det dr vildigt lédtt att beridikna koordinater med avseende pa ortogonala
basen jamfort med vanlig bas, dir man maste 16sa ett system ekvationer fér koordinater ¢ =
[01,02, ...,Cp]T :

[u, ug,..u))c=y

Exempel.

Betrakna ortogonal bas S:

3 —1 —1/2
u; = ’ U = ’ us = -2
| 7/2
. B,
Express the vector y = 1 | as alinear combination of the vectors in §.
-8

SOLUTION Compute

y-u; = 11, y-u; = —12, y-u; = —33
u-u = 11, ur-up = 6, uz-u3 = 33/2
By Theorem 5,
y= 131:“11] u + u);_uliz w + 133:“53 u3
11 —12 —33
= ﬁul + T“z + ﬁu_?

=u; — 2u; — 2u,



Ortogonal projektion av en vektor pa en annan vektor och geometriska
meningen med koordinater i ortogonal bas. sid. 358.

Definition.
Lat u vara en fixerad vektor ur R”. For en godtycklig vektor y ur R" betrakta dess

framstéllning som summan av en vektor z ortogonal till u och en vektor y = proj,y parallell
med u si att y = au for nagot tal .

~ . def [ Y- U
Y = Proj)yy = ( 2) u
[[all

Det ér litt att kolla att y—y ér ortogonal mot u

. y-u y-u
[[ull [[ull
y-u 2
- yousoe "=y -u-y-u=0

2
u. Then write y as the sum of two orthogonal vectors, one in Span {u} and one orthogonal

SRR

SOLUTION Compute
4 4
u-u= [2:||:2:| =20

The orthogonal projection of y onto u is

EXAMPLE 3 lety= [ 2 :| andu = |: N } . Find the orthogonal projection of y onto

. y-u 40) [ 4] 8
y=au=%u=2_2—=[4}
and the component of y orthogonal to w is
N 71 [8] [ —1
3_3:[6___4_:_ 2}

The sum of these two vectors is y. That is,

77 18] [-1
6|~ [4]7] 2
1 1} T

y y  G6-9




Geometriska menigen med koordinater {ci,,...,c,} med avseende pa
en ortogonal bas fran Sats 6.2.5

Lat {u;, uy,...u,} vara en ortogonal bas till ett underrum W av R".

Yy = cu;+cu+ ...+ cu,
Y- Ug Y- ug

. = = 5, k=1,..,p
LU 1

ir att en godtycklig vektor y framstélld som summan av dess projektioner proj,, y = cyu; pa
basvektorer ux: k=1, ...,p.

Y=Pproj,,y + proj,,y + ... + proj, y

Ortonormala uppsittningar vektorer och ortogonala ma-
triser.

Lat S = {uy,uy,...u,} vara en uppsiittning vektorer skillda fran noll i R”. Den uppsittning
vektorer kallas ortonormal om den #r ortogonal och alla vektorer {uy, us,...u,} har lingden

(normen i allménna sammanhang) lika med ett ||u;|| = ||uzf| = ... = [Ju,|| = 1.
Den enklaste exempel av en sddan uppsittning ér standarta basen {ej,es, ...e,} i R".
Exempel.

3/V11 —~1/v/6 —1/1/66
V| = 1/\/ﬁ , Vo= 2/\/6 , V3= —4/\/%
1/y/11 1/v6 7//66

Det &r ldtt att kolla att dessa vektorer &r ortogonala mot varandra och normerade, och
utgor en ortonormal bas i R3.

Definition.

Kvadratisk n x n matris U dr ortogonal om den har ortonormala kolonner.

Exempel
cosf) —sind
sinf)  cosf
som utgor rotation i vinkeln 6 i planet.

Betrakta matrisen R = { } som ir standarta matrisen av transformationen

sin 6

Den &r ortogonal eftersom [ Z?ﬁg } . [ _C(S)ISHQQ } = — cos f sin f+sin 6 cos @ = 0 och H [

: 2
H [ —C(S)lsn; } H = cos? f + sin” § = 1. Rotationer i planet bevarar lingder och vinklar i planet,

2 2
[Rx]” =[]

(Rx)-(Ry) = x-y

cos } H2



Man kan dessutom observera att R = R~!. Betrakta tranformationen med matrisen R’ :

sinf cos6 —sinf cos®

[cos@ —sin@]T_[ cos 0 sin@}

utgor rotation i vinkeln —@ i planet och #r da en invers till rotation i vinkeln 6 (roterar i samma
vinkeln men at motsatt héll). Det exemplet beskriver faktiskt ALLA ortogonala 2 x 2 matriser.

Samma egenskaper har faktiskt alla ortogonala matriser U (matriser som har ortogonala
och normerade kolonner).

Satsen om egenskaper hos ortogonala matriser. (Lite férenklade satser 6.2.6 och
6.2.7, sid. 361 i fall med kvadratiska matriser)

Det #r litt att se att for en n X n ortogonal matris U giller foljande ldmpliga egenskaper:

ur = -t

U] =[]
(Ux)-(Uy) = x-y
(Ux)-(Uy) = 0«<—=x-y=0

Vi bevisar att U7 = U~1.
Lat U = [ul,u2, un]

ul ulu; uluy, -+ ulu,

T

U'U = 7 [u,u, .., = , , _ ] =
T T T T
ul ulu; wluy - uluy,

1 0 - 0

o1 . 0

: =1

00 --- 1

Detta medfér att U7 #r vinster invers till A och méste da vara ocksa invers: U7 = U1,

|

Ovriga egenskaper foljer direkt fran den forsta och betyder att transformationen T'(y) = Uy
bevarar lingder av vektorer och vinklar mellan vektorer. Sadana transformationer paminner
vanliga rotationer i planet eller i rummet.

Matrisen U har ocksa ortogonormala rader. (Exercises 6.2.27, 6.2.28)

Diagonalisering av symmetriska matriser. Spektralsatsen
och spektral dekomposition.

Satsen om egevektorer till symmetriska matriser. Sats 7.1.1, sid. 413
Om matrisen A #r symmetrisk, nimligen om A = AT, s4 maste tva godtyckliga egenvektorer
vy och vy som hor till olika egenviirden \; # Agvara ortogonala mot varandra: vy - vo = 0.

O
Bevis (krdvs inte pa tentan)



Lat v; och vy vara egenvektorer som hor till tva olika egenviirden A\; och A\s. Vi betraktar
uttrycket A\;vy - vo och anviinder att \yv; = Avy och \yvy = Avy och definitionen pa skalér
produkt och att A #ir symmetrisk: A = A7

/\1V1 *Vo = ()\1V1)T Vo = (AVI)T Vo = (Vl)T ATVQ =

(Vl)T AVQ = (V1>T ()\QVQ) = )\QV’{VQ = )\2V1 Vo

Den likheten #r mojlig bara om vy - vy = 0 eftersom Ay # \s.

|

Satsen om diagonalisering av symmetriska matriser. Sats. 7.1.2, sid. 414

En n x n matris A &r ortogonalt (!!!) diagonaliserbar P~'AP = D med en ortogonal
matris P (med n ortonormala egenvektorer som kolonnvektorer) om och endast om <=
matrisen A &r symmetrisk.

Det viktigaste pastaendet &r ar viinster <= : att alla symmetriska n x n matriser har
n ortonormala egenvektorer (som #r automatiskt linjirt oberoende)

OJ

Nista sats #dr en sammanstéllning av alla spektrala egenskaper hos symmetriska matriser.
Spektralsatsen. Sats 7.1.3, sid. 415.

En godtycklig symmetrisk n x n matris A har foljande egenskaper:

a. A har alla egenviirden som r reella tal (n stycken om man riknar multiplicitet)

b. Dimensionen av egenrum (antalet linjéirt oberoende egenvektorer som hor till ett egen-
viirde) till varje distinkt egenvérde dr samma som dess multiplicitet (multiplicitet som roten av
karakteristiska polynomet).

c. egenvektorer som svarar mot olika egenvirden &ér ortogonala till varandra. (Sats 7.1.1
som var formulerad tidigare)

d. matrisen A dr ortogonalt diagonaliserbar (det dr sats 7.1.2 som var formulerad tidigare.)
O

Spektral dekomposition. sid. 418.

Om vi tillimpar resultat om ortogonal diagonalisering av symmetriska matriser, sa &r det litt
att observera att alla symmetriska matriser A kan framstillas genom sina egenvektorer och
egenvirden pa ett viildigt lampligt och enkelt séitt som kallas spektral dekomposition.

Lat P vara en ortogonal matris med kolonnerna [u;, uy, ..., u,] = P som ir ortonormala
egenvektorer {uy, uy, ..., u, } ,till A. Lat{A\, Ag, ..., A\, } vara motsvarade egenviirden, och D vara
diagonalmatrisen med dessa egenviirden som diagonala element, numrerade i samma ordning
som egenvektorerna.

Lagg mérke till att P &r en ortogonal matris och dess invers &r lika med dess transponat
P~t = PT. Vi skriver ner formeln for diagonalisering av A och forenklar den med hinsyn till
att P~ = PT.

10



A = PDP'=pPDP" =

MO0 o 0]
0 )\2 0 llg
= [ug,ug,...,u,] :
0 An u?
u;p
uy
= [)\1111,)\2112,...,)\nun] .
u”

T T T
= AMwu + Augu; + . Au,u,

[ |

Den sista formeln kallas spektrala dekompositionen av symmetriska matrisen A, som
ar en linjdr kombination av standarta matriser [projuk} = u,u! for ortogonala projektioner
proj,, pa egenvektorer u;, med koefficienter som é&r lika med egenvéirden A, for k =1,...n.

T T T
A = Mwu + Auwu; + A0

= M\ [projul] + Ao [projm] + A [projun]
OJ
Den framstéllningen #r speciellt l&implig nér man betraktar en linjir transformation 7" :
R" — R", sadan att T'(x) = Ax.
Egenvektorer och egenviirden och den framstéllningen for en linjir transformation med

symmetrisk standart matris A har ofta fysikalisk mening (speciellt i kvantmekanik).
Exempel.

T2 } , karakteristiskt polynom &r : p(\) =

Ange spektraldekomposition av matrisen A = [ 9 4

A —11A 4 24.
Egenviirden &r , \; = 8, Ay = 3. Egenvektorer dr: v, = [ i } — A\ =8; vy = { _21 ]
2

>
Ay = 3, fas genom att losa homogena ekvationssytem med matriser (A — 81) = B 4 }

och (A—3I) = {;l ?

Normerade egenvektorer u; och uy fas med att multiplicera varje av dessa egenvektorer med
resiprok av dess lingd (samma /5 just i det fallet):

w1 =[S ]-[50F ]

Spektraldekompositionen av A dr da

11



A = Swui + 3uyul

= 8[??@][2/\/5 1/\/5}+3[_21/\/\§}[—1/\/§ 2/v/5 |

berdakning 7 2
N 2 4

12



