Ortogonal dekomposition. Minstakvadratmetoden.

Nista sats dr en utvidgning av begreppet ortogonal projektion av en vektor pa en annan vektor.

Ortogonal projektion pa ett underrum. Satsen om ortogonal dekom-
position av en vektor. Sats 6.3.8, sid. 366

Lat W vara ett underrum av R”.
Alla elementen y ur R™ kan vara framstillda pa ett entydigt séitt som summa

y = Y-+z=projyy+z
y € W; ze W

dir y def projy,y hor till W och z hor till dess ortogonala komplementet W+
Lat {u;,uy, ...u,} vara en godtycklig ortogonal bas till W. Da kan ¥y representeras som

. , ‘u ‘u ‘u
y = projyy = (y—é) u; + (y—z) us + ... + i 2w,
[y [[uz|] [, |

= Proj,y +Pproj,,y + ... + projupy

ochz=y-—y.[O

Ett utkast av bevis.(krdvs inte pa tentan)

Det #r litt att se att z = y — y &r ortogonal mot alla basvektorer u;, k = 1,...,p i1 W och
maste da hora till W+,

Entydigheten av framstéllningen y =y +z foljer fran foljande observation. Forutsitt att det
finns tva olika sddanaframstéllningar y=y; + 2z, y=y2 + z,. Detta medfor att y; +2z; = yo + 2o
och

3’\1—§2=Z2—Z1-



Vektorer i vinster hor till W och vektorer i hogerm hor till W+ som har bara en gemensamm
punkt - noll: 0.

Detta medfor att y; — ¥, = 0 och zo — z; = 0.

|

Lige maérke till att for y € W ér projektionen av y pa W naturligtvist lika med y:

pProjyy =y-

Satsen om bidsta approximationen. Sats 6.3.9, sid. 368

Lat W vara ett underrum av R™, y vara en godtycklig vektor ur R” och y = proj,, y vara dess
ortogonala projektionen pa W. D4 &r projektionen ¥ = proj,,y den nirmaste punkt i W till
punkten y.

ly =3Il < lly = vl

for alla v e W.
O

Bevis (krdvs inte pa tentan)

Vilj en vektor v € W inte lika med y. Vektorn y — y &r ortogonal mot W och speciellt &r
den ortogonal mot v € W .

y-v=F-y+F-v)

dér (y —y) och (y — v) ér ortogonala mot varandra, som medfor enligt Pythagor satsen
att

ly = 3II* + 17 =vI* = lly —vI’

Detta medfor att ||y —y|| < ||y — v|| eftersom v # y och 0 < |y — v/||
|

y




Satsen om projektionen pa ett underrum med hjilp av en ortonormal
bas. Sats 6.3.10, sid. 369

Lat W vara ett underrum av R"av dimension p och {uj, ug,...u,} vara en godtycklig orto-
NORMAL bas till W, som betyder att w; -u, =0, i # k, |[u|| =1, i,=1,...,p.
Da giller tva framstéllningar av proj,,y for en godtycklig vektor y €R™ :

projyy = (y - w)w + (y-uz)ug + ... + (y - up) u,
om U = [uy, uy, ...u,) [ug, ug, ...up]T s& kan samma uttryck framstéillas som matrisprodukt
projyyy = UU"y,  Vy eR"

O
Foljande bild illustrerar formeln projy,y = (y - u1) ug + (y - u2) us i fallet da W har dimen-
sionen 2.
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Gramm-Schmidt metoden for att skapa en ortogonal bas
fran en vanlig bas.

Ortogonala baser och ortonormala baser r limpliga for att berikna projektioner. Om man har
en godtycklig bas till ett underrum eller till hela R”, sa ger Gram-Schmidt metoden mgjlighet
att hitta en ortognal till W, och sedan &ven en ortonormal bas (med att normera varje vektor
i ortogonala basen).

Gramm-Schmidt metoden Sats 6.4.11, sid. 373.

Lat W vara ett icke noll underrum av R™av dimension p och {x1, X, ...x, } vara en godtycklig
bas till W. Foljande berikningsprocess ger en ny bas {vy,va,...v,} till W som #r ortogonal
bas.



Vi = X1

X9 V1
Vo = X2—< 2>V1
[[va
(X3'V1) <X3‘V2)
V3 = X3 — 5 Vi — 3 Vo
=\l vl
Xp'V1> Xp - Vp-1
vV, = X, — Vi—ee. — | ————5 | V1
o <||v1||2 <||vp_1||2> '

Mera kompakt uttryck i geometriska termer med projektioner pa vi,va, ..., v,_1
Vi = X
V2 = Xy — PIojy, Xz
V3 = X3 — PIOJy,X3 — Projy,Xs
Vp = Xp— PIOjy,Xp — ... — Proj, _ X,

P& varje steg k beriiknas komponentet vy av vektorn xy,, ortogonalt mot Wj_; = Span {vy,va, ..., vi_1}
som

Vi = X} — POy p_1Xk

Detta gor att varje nya basvektorn vy, dr ortogonal till tidigare byggda ortogonala basvektorer
{v1,va, ..., vi_1}. I slutet av beriikningsprocessen skapas p ortogonala vektorer som bygger en
ortogonal bas i W.OJ

Exempel.

0
EXAMPLE 2 Letx; = , Xy = : ,and x3 = . Then {xi.X»,Xx3} is

1
1
1

1 1
clearly linearly independent and thus is a basis for a subspace W of R*. Construct an
orthogonal basis for W.

SOLUTION
Step 1. Letvi = x; and W) = Span {x;} = Span {v;}.



Step 2. Let v, be the vector produced by subtracting from X, its projection onto the
subspace W. That is, let

V) = Xp — proj w, X2

X2*V)
=X;— Vi Since v = x
ViV
0 1 —3/4
o3| w4
1Tt |T 14
1 1 1/4

As in Example 1, v, is the component of x, orthogonal to x;, and {v,Vv,} is an
orthogonal basis for the subspace W, spanned by x; and x;.

Step 2' (optional). If appropriate, scale v, to simplify later computations. Since v, has

fractional entries, it is convenient to scale it by a factor of 4 and replace {v;, v»} by the
orthogonal basis

Vi =

ot

Step 3. Let v; be the vector produced by subtracting from X3 its projection onto the
subspace W5. Use the orthogonal basis {v;, v} to compute this projection onto Wa:

Projection of Projection of

X; onto v X; onto v,
L * 1 =37 0
o 3. — M X5V, , 2|1 +£ 1| _[2/3
PlOw, X3 = 53" vyevy, 20T 41 12 1| |2/3
1 1 2/3
Then v; is the component of x5 orthogonal to W, namely,
0 0 0
. 0 2/3 -2/3
i=XoplomXs=| |~ |93 |=| 173
1 2/3 1/3 |

W, = Span{v,, v/}



Minsta kvadrat problem.

Det uppstar i tillimplningar linjéira ekvationer Ax = b som saknar losningar pa grund av att

systemet innehaller flera ekvationer jimfort med antalet obekanta. Speciellt uppstar sadana
ekvationer nir man vill approximera experimentiilla data med enkla formler som innehéaller ett
litet antal parametrar.

Man introducerar da begreppet minstakvadratlosning som ger en approximation X av 16s-
ningar sadan att ||Ax — b|| dr sa liten som mojligt.

Definition.

Om A dr en m x n matris och b € R™, en mistakvadrat 16sning till systemet Ax = b é&r
en vektor X ur R” sadan att

[AX —b| < [[Ax — b
for alla x € R™.[1

Minsta kvadrat problem. Satsen om normal ekvation fér minsta
kvadrat 16sning. Sats 6.5.13.

Mingden av minstakvadratlosningar till Ax = b #r samma <= som losningsméngden till
ekvationen

(ATA)x = ATh.

Den sista ekvationen kallas normalekvationen till Az = b.
O

Bevis = (krivs inte pa tentan)

Satsen om bésta approximationen pastar faktiskt att

= de .
b = prOJCol(A)b

<~

dr en punkt pa Col(A) som ligger ndrmast b.

Det betyder att ekvationen AX = b har en 16sning och ger en minstakvadratlosning till
ekvationen Ax = b.

Satsen om ortogonal dekomposition medfor att

b—projee b = b—b = b— A%

maste vara ortogonal mot Col(A), speciellt ortogonal mot alla kolonner i A, som kan uttryckas
explicit som

AT (b—A%) =0

eftersom rader i AT dr samma som kolonner i A. Detta medfér normalekvationen. W
Implikationen at motsatta hall genomfors med liknande argument och anviéinder entydigheten
av ortoganl dekomposition av en vektor.



Satsen om entydiga minsta kvadrat 16sningar. Sats. 6.5.14, sid. 381

Lat A vara en m x n matris. Foljande pastaenden ér ekvivalenta.
a. Ekvationen Ax = b har en entydig minstakvadratlosning for varje b ur R”
b. Kolonner i A #r linjért oberoende.
c. matrisen AT A dr inverterbar.

O
Bevis foreslas som 6vningar 6.19-21 i Lay.

Tillimpningar av minstakvadrat metoden for data anpass-

ning. Linjira modeller. Allminna modeller. Exempel sid.
388-391

Minstakvadrat linjer. sid. 387 i Lay

=

Data point
~

(x5, ;)
(x;s By + B X))

J

Point on line
Residual —

Vi har m experimentiilla virden av argument x och samma antal experimentella virden av
en experimentell funktion y. Vi vill approximera dem med en linjdr funktion y = 3, + 5,z
Experimentella argument Linjér approximation Experimentilla funktions viirden

Ty 50 + 51371 =
T2 50 + 51@ = Y2
Tm 60 + lem = Um

Vi vill hitta koefficienter 3, 5; som ger minimala summan av residualer (avvikelser)
ex = (B0 + B1zk) — Yr

. 2
i kvadrat: > )0, ((Bo + B12k) — k)
Det &r samma som att hitta minstakvadratlosning till ekvationen

XB=y



med matrisen och vektorer

1 hn

1 To Y2

X = . ;ﬁZ{ﬁo};yz .
B :

1 T, YUm

Matrisen X kallas designmatrisen, vektorn y kallas observationsvektorn, vektorn 3 kallas pa-
rametervektorn. Minstakvadratlosning hittas som l6sning till normalekvationen

(X"X)B=X"y

Matrisen (X X ) har i det fallet storlek 2 x 2 och normalekvationen kan losas med hjilp av
Cramers formeln.

EXAMPLE 1 Find the equation y = Sy + Bx of the least-squares line that best fits
the data points (2, 1), (5,2),(7,3), and (8, 3).

SOLUTION Use the x-coordinates of the data to build the design matrix X in (1) and
the y-coordinates to build the observation vector y:

2
X =

o ~1 n
(USROS TN S I

For the least-squares solution of X' 8 =y, obtain the normal equations (with the new

notation):
X'xp=XxTy

That 1s, compute

)
1 1 1 171 5 4 2
Ty __ —
XX_[z 5 7 8] 17 _[22 142]
18
B
11 1 172 9
T _ —
X"_[z 5 7 8] 3 _[57]
3




The normal equations are
2
14

Jl5]=[]

51-[2 2] [o]-sl5 5l]-sl%]-[20]

Thus the least-squares line has the equation

2 2

1
R
= =

S -
4"

Exempel
Betrakta experimentilla data som ligger inte lings en rak linje, men ldngs en krokt linje

som kan approximeras med en parabel y = 3, + 3,2 + 3,72
I det fallet framstiills onskade approximativa relationen mellan experimentilla virden av x

och y som ett (olosbart) system ekvationer

Experimentella argument Linjér approximation Experimentilla funktions viirden

Ty Bo + Brx1 + for] =1
) By + B2 + far3 =Y
Tm Bo + Bixm + 52337271 = Ym
Vi soker igen en minstakvadratlosning till ekvationen
XB=y
dér
1 @ ()
1 @y 22 Po Yo
x=|. 7 7 ls=siv=]| "
1z, 22 b Um

som minimerar summan av residualer ¢, = (8, + 72 + B27 — yi) 1 kvadrat.

Man kan betrakta flera olika approximationer av experimentalla data med modeller som &r
linjéira kombinationer av olika limpliga funktioner med ett inte for stort antal parametrar 3.
Matrisen X7 X i normalekvationen har i det fallet storlek 3 x 3. Kolonnerna i X é#r linjrt
oberoende. Detta medfir att normalekvationen

XTXB =XTy

har en entydig 16sning.



Exempel da kolonner i matrisen A dr ortogonala.

EXAMPLE 4 Find a least-squares solution of Ax = b for

1 —6 ~1
1 -2 2
A=11 1] P=|
1 7 6

SOLUTION Because the columns a; and a; of A are orthogonal, the orthogonal
projection of b onto Col 4 is given by

. bea b-a, 8 45 ]
b = a.-a.al—'_az-agazzza'—i_ﬁaz (3)
2 . 5 1
]2 1| |
=121t 112|7| 52
2 7/2 11/2

Now that b is known, we can solve AX = b. But this is trivial, since we already
know what weights to place on the columns of A4 to produce b. It is clear from (5) that

= [42?30]:[1,32] "

Att anpassa experimentéilla data med flera faktorer.

Det kan uppsta situationer da experimentilla data &r funktioner som beror pa flera faktorer.
Betrakta fallet da vi vill approximera experimentella data y som beror pa virdena av tva
oberoende faktorer u och v. Vi viiljer igen en linjér approximation:

y = Bo + fru+ Bav

men det kunde vara mera komplicerade funktioner av u och v.
Forsta experimentella faktorn Andraa experimentella faktorn Linjir approximation Experimenté

Bo + Brur + Byur

Uy U1
(> U2 Bo + Bruz + Bav2
U, U, BO+Blum+ﬁ2vm
Vi soker igen en minstakvadratlosning till ekvationen
XB=y

10



1 (51 V1 5 hn
1 uy v 0 Y2
X=1. . . [iB=|b|sy=] .
. . 62
1 v, vn Um

som minimerar summan av residualer ¢, = (5, + Syux + Byvx — y) 1 kvadrat.
Minstakvadratlosning satisfierar normala ekvationen

XTXpB=X"Ty
dir matrisen X7 X har storlek 3 x 3.

EXAMPLE 7 The matrix
3//11 —1/4/6 —1/4/66
U=|1/J/TT 2/4/6 —4//66
/11 1//6  7/4/66
is an orthogonal matrix because it is square and because its columns are orthonormal,
by Example 5. Verify that the rows are orthonormal, too! |

EXAMPLE 4 The distance from a point y in R” to a subspace W is defined as the
distance fromy to the nearest point in W . Find the distance from y to W = Span {uj, us},
where

|
y=|-51|, mp={(-21], uw= 2
10 1 —1

SOLUTION By the Best Approximation Theorem, the distance fromy to W is |y — ¥||.
where y = projy, y. Since {u;, w,} is an orthogonal basis for W,

s a1 |7 ; *é

y:—]_ll —Uuy = — —Z _—— E— —

30 6 2 1 2| 4
-1 —1
y—y=|-5|-1]-8
10 4
ly —§l* = 3%+ 6> =45

The distance from y to W is /45 = 34/5. O

N WD

11



