Linjara algebrans sammanfattning

Matematisks begrepp

Fem olika formuleringar av
ekvivalenta problem.

Losningar finns for godtyckliga
hogerled.

Losningar ar entydiga
i fall de existerar.

Inversa avbildning till T existerar.
Losningar existerar och ar entydiga for
godtyckliga hogerled.

Linjar avbildning T(x): R™ —» R™
Standardmatris T(x) = Ax
Inversa avbildning till T(x): R™ - R™

T~1(x):R™ —» R™, sa att for alla x € R™.
T(T~1(x) = T"HT(x)) =x

Ekvation T(x) =y,
X €ER™y€ER"

Avbildningen T (x): R™ — R™ 4r
surjektiv (on to R™):

ekvationen T(x) = y har ndgon
I6sning for allay € R™

Avbildningen
T(x): R™ — R™ &r injektiv (one to
one on R™):

olika argument x ger alltid olika
varden T (x)

Avbildningen T(x): R™ -> R™ har en
inversa avbildning T 1.

Ekvationen T(x) = y har en entydig
l6sning y = T™1(x)

forallay € R™.

Matris-vektor produkt Ax

Matrisekvation Ax = y
X €ER™ y€eR"

Ekvation Ax = y har ndgon
|6sning for allay € R™

Ax; = Ax, medfor att x; = x5.
Ekvationen

Ax =y har bara entydiga
|6sningar i fall de finns.

Matrisen A har invers: A™1:

AA ' =JochA'A=1
Ekvationen Ax = y har en entydig
I6sningy = A71(x)

forallay € R™.

Linjar kombination av en uppsattning
{ai,a,, ..., a;n} av m vektorer a; € R™
Xit1%a

Linjart oberoende vektorer.

Vektor y € R™ framstélles som
en linjar kombination
Yitixia; =y

Varje vektor y € R™ kan
framstallas som en linjar
kombination

SR X =y av

vektorer {aq, a,, ..., an}

Framstallningen av vektorer y €
R™ som linjar kombination y =
Yt x;a; érentydigifall den
finns. Detta ar ekvivalnet med att
vektorer {a;, ay, ..., @y} &r linjart
oberoende.

Varje vektor y € R™ kan framstallas
som linjar kombination y = /%, x;a;
bara pa ett entydigt satt.

Linjdra holjet, spannet av en uppsattning
av m vektorer ur R™

Span({aq, ay, ..., an}) (linjéra héljet) -
mangden av alla linjara kombinationer av
{ai,a,, ..., an}

Vektor y € R™ hor till spannet
(linjara holjet)
Span({alt L5 T am})

Alla vektorer y € R™ hor till
spannet Span({ay, ay, ..., Ay}
R™ = Span({a,, ay, ..., am})

Vektorer y ur spannet
Span({aq, ay, ..., ay}) kan
framstalls som en linjar
kombination Y72, x;a; = y
bara pa ett entydigt satt.

Vektorer {a,, ay, ..., @y, } ar linjart
oberoende och spanner hela R™:
R™ = Span({a,, ay, ..., am})

Trappstegsmatris till A:

B ox * x % %
0 W *x % x %
0 0 0 M x =
0 0 0 0 W =
0 0 0 0 0 O

Pivot positioner ar markerade med svarta
kvadrater, andra kolonner svarar mot fri
variabler.

Reducerad trappstegsmatris till A:

1 0 = 0 0 =
01 = 0 0 =
0 0 01 0 =
0 0 0 0 1 =
0 0 0 0 O
med ettor pa pivotpositioner och nollor

ovanfor dem

Ekvationssystemet med matris
A reduceras med Gauss
elimination till ett ekvivalent
ekvationssystem med
trappstegsmatris. Harifran ser
man om lésningar existerar om
de ar entydiga eller inte.
Systemet med reducerad
trappstegsmatris ger ett explicit
uttryck av allman l6sning till
ekvationen Ax = y (i fall den
existerar) pa parametrisk
vektor form.

Alla pastaenden ovan ar
ekvivalenta med att varje rad i
ekvivalenta trappstegsmatrisen
har en pivot position:

B o+ x x * ok %
0 MW * * % % x
0 0 0 W =+ x =
0 0 0 0 W * =

Detta garanterar att
ekvationssystemet Ax =y har
nagon losning for vilket som helst
hogerled y € R™.

Alla pastaenden ovan ar
ekvivalenta med att varje kolonn
i ekvivalenta trappstegsmatrisen
ar en pivot kolonn:

| * *
0 W =* *
0 0 W =
0 0 0 m
0 0 0 O
0 0 0 O

Detta betyder att fria variabler
saknas. Ekvationen

Ax =y har entydiga |6sningar i
fall de existerar.

Matrisen A (nxn), ar radekvivalent
med enhetsmatris av samma storlek.
Detta betyder att motsvarande
reducerad trappstegsmatris ar

enhetsmatris:
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Ekvationen Ax = y har en entydig

16sning for vilket som helst hogerled
y € R™.




