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Tenta i MVE465 Linjir algebra och analys fortsdttning. K/Bt/Kf

Tips: Borja losa uppgifter frain den som verkar vara ldttats, ta sedan den som kénns vara
néist ldttast o.s.v.

1. Integraler och primitiva funktoner.

a) Berikna / rsin®(z)dx. (2p)
2 xdx

b) Berik . 3

) Berd na/o @+ 1) (20 +1) (3p)

Losning.

2 4

a) /xsin2(x)dx =[x (L‘Q‘m)> dz = [2dz — § [z cos(2z)dr = 32% — 1 [zdsin(2z) =

12? — fxsin(2z) + § [ sin(2z)dr =

12% — cos 2z — qwsin2z + C.

b) Partiellbraksuppdelning ger: e = ﬁ — TIH;

fﬁﬂdm—f%ildm =In(z+1)—3 yﬁdy =In(z+1)—1iln(2z+1)

f#% =hn(z+1)—iln@z+1)+C

Ilnltriei;ralkalkulenshuvudsats medfor: [ W&% = [In(z+1)— 3In(2z+1)] |(2) =In3—
2 In5.

2. Tillampningar av integraler.

a) Beriikna arean av figuren i halvplanet z > 0 som #r begrénsad av tva linjer: cirkeln
2% + y* = 16 och parabeln y* = 6z.

Tips: Det lampligt att anviinda variabelbytet av typ = asin(t) i en av integraler som
uppstar. (4p)
b) Beriikna volumen av rotationskroppen som dr byggd med att rotatera runt z - axeln
begrinsade figuren mellan parabeln y = 2% + 1 och linjen y = 3z — 1.

c¢) Beréikna volumen av rotationskroppen som ér byggd da figuren begrinsad av parabeln
y =2z — 2 , och intervall [0,2] p4 x - axeln, roteras runt y - axeln.

d) Bestdm om arean mellan grafen till funktionen f(x) = |z|exp(—2?) och z - axeln &r
begriinsad och beréikna den i sa fall. (3p) (3p)

Losning.

a) Skiss av figuren:



5|0 051 152 253 3.5/4

Skirningspunkter mellan parabeln och cirkeln bestédmmes som losning till system ekva-
tioner 22 + y? = 16 och y? = 6x.Detta som medfor att 22 + 6z — 16, och rotter till det
polynomet &r x1 = 2 och x = —8. Roten x = —8 &r negativ och finns inte pa parabeln.

Bilden &r symmetrisk med avseende pa x axeln. Det récker att beridkna arean av halvan
av figuren. Intervallet for y inom den figuren ar [—/6z1, v/621] = [-2V/3,2v/3]. Figuren
ar symmetrisk med avseende pa x - axeln, sa det ricker att berdkna hélften av arean. Vi
delar upp figuren i tva intervall for x:

Arean = 2f02\/6_m—|— 2f24 V16 — 22dx = I, + I,

i Vérdr = 23:%\/6

L=2[7V6r=58/12=13

I = 2 [ V16— 27da:

Anviind variabelbytet = = 4sin(t), dx = 4 cos(t)dt.
wr=4fort=7/2 2 =2fort=r/6.[ g = 1t 4 Lginot
I = 2 [} /16 — 16 sin® ¢ (4 cos(t)) dt = 32 [, m cos(t)dt = 32 [7)7 (cost)® dt =
32 [T By = 32 (Lt + Lsin2t) |70 = Wr — 4V/3.

Arean = I, + 1, = —7T—4\/_+16\/_ 7r—|—4\/_

Svar: Arean = %W + Z51\/_l

b) Skiss av figuren:
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Skirningspunkter mellan parabeln och linjen kan bestimmas som losningar till ekvation-
ssystemet y = 2% + 1 och y = 3z — 1.

Detta medfor att 22 + 1 = 3x — 1, och losningar till den ekvationen #r z; = 1 och z = 2.
Se pa bilden att begrinsade figuren mellan raka linjen och parabeln svarar mot 1 < z < 2.
Volumen kan framstéllas med hjilp av formeln med skivor:

V = W/xmax [7“1(1:)]2 — [T2($)]2d$ = 7T/2 [(?m — 1)2 — (x2 + 1)2} dx

ZTmin 1
2

_ W/ (922 — 60+ 1) — (202 +a* +1)] do
1

1 2

2
= 7T/ (7m2—6x—x4)dx:7r zx3—3m2——x5
1 3 5

Termerna beridknade separat ser ut som: 7rf12 (3z —1)*dz = 137, 7rf12 (22 + 1) dz =

178
5

c¢) Beréikna volumen av rotationskroppen som ér byged da figuren begrinsad av parabeln
y = 2z — 22 , och intervall [0,2] p4 x - axeln, roteras runt y - axeln. (3p)

. 15

Losningsforslag:

Bilden pa roterande figuren:




Formeln for volum med hjilp av cylindriska skal:

b
Volum = 2r | zf(x)dr =

27r/a:2x—x dr =
0

2 2
2 1 2 1
27?/ 2:6 — 3 = o | =2 — 22t =or (=923 - =94
0 3 4 0 3 4

= 27 E—E :327T4_3:7T§
12 3

Svar: Volum = W%.

d) Bestdm om arean mellan grafen till funktionen f(z) = |x|exp(—2z?) och z - axeln &r

begrénsad och beriikna den i sé fall. (3p)
Losningsforslag;:
00 R R
Arean = / |z| exp(—2?)dr = I%im / |z| exp(—2?)dz = 2 I%im rexp(—2?)dr =
—00 —0 J_R — Jo

R

. [(—1\ (R , —1
2 i (5) [ e () =2 i () et
limp o (1 —exp(—R?)) =1

Svar: Arean #r begrinsad och ér lika med 1.

=0

. Differentialekvationer.
a) Los begynnelsevirdesproblem: 3 — ytan(x) = coslﬁ; y(0) =0. (3p)

b) Ange allmén 16sning till ekvationen y” — 7y’ + 6y = sin(x).

c) Los begynnelseviirdesproblemet: z'(t) = t - x3; x(0) = 1/2. Bestdm tidsintervall d&
den 16sningen giiller. (3p)

Losning.

a) Ekvationen &r linjér av forsta ordningen pa formen 3’ + p(x)y = g(z) med begynnel-
sevillkor y(zo) = yo.

Den loses med hjilp av formeln:

(o) = e (- [ :p<s>ds) () + | o(s)exp (/ :pa)dt) is)

p(z) = —tan(x), g(z) = 1/ cos(x), y(zg) = 0.
[2 p(s)ds = [} —tan(s)ds = In (cos ) — In (cos 0) = In (cos z)

o

()
exp ( d8> = exp(—In(cosz)) = cosl(:r:)
g(s)

Iy exp (fo t)ydt) ds = [/ COS(S 7 exp (In(coss))ds = [y ds =z
Svar: y(z) = 2.1

cos(x)



b) y" — Ty’ + 6y = sin(x).

Karakteristisk ekvation dr A\ — 7\ + 6 = 0, rotter dr A\; = 1, Ay = 6.

Detta medfor att allmén 16sning till homogena differentialekvationen y” — 7y’ + 6y = 0 ér
yn(z) = Cre® + Cyeb?.

Rotter till karakteristiska ekvationen &dr inte lika med =:.

Detta medfor att en partikulér 16sning till inhomogena ekvationen kan hittas pa formen
yp(z) = Asin(z) + B cos(x).

Vi hittar koefficienterna A och B med att sédtta den formeln in i ekvationen.

—Asin(z)— B cos(x)—T(Acos(x)—Bsin(x))+6 (Asin(z) + B cos(z)) = (5B — TA) cos z+
(bA + 7B)sinx = sin(x)

Detta medfor ett system ekvationer féor A och B.
—7A+5B =0 and (5A+ 7B) = 1. Vi skriver det pa matris form:

oo T , Gauss elimination ger trappstegsformen 774 1 ,
-7 5 0 0 = =
. o 10 2 5 .
Tillbaka substitution ger reducerade trappstegsformen: 01 # 1. A=z och B = .
74

_ 5 7
Yp(v) = oy sinz + = cosx

Svar: Losningen ér y = % sinx + 7—74 cosx + Cre® + Cyeb?,

¢) Los begynnelsevirdesproblemet: z'(t) = t - 23; z(0) = 1/2. Bestdm tidsintervall da
den 16sningen giiller. (3p)
Losningsforslag;:

Ekvationen % = ¢ - 2% har separabla variabler.

% = tdt; i—fgf = [tdt; —ﬁ = %—i— %; _x_12 = 12 + C, dar C ar en godtycklig
konstant.

Vi anviinder begynnelsevillkoret for ¢ = 0 for att bestdmma konstanten C: C' = —4.
—% =t*—4och 2(t) = 5.

Svar: z(t) = 41_t2. Losningen géller pa 6ppna intervallet (—2,2).

. Rank, kolonnrum, nollrum. L&sbarhet av linjira system.

1 2 2
. -2 =3 )
Betrakta matrisen A = 1 4 och vektor b = 0
-1 2 —6
a) Bestdm dimensionen av kolonnrummet C'ol(A) och dimensionen av nollrummet Null(A)
till A. (2p)
b) Bestdm om b hor till kolonnrummet Col(A) till A. (2p)
c) Betrakta transponat AT av A och ange en bas till dess nollrum Null(AT). (2p)
d) Aniind basen till Null(AT) och Fredholm satsen for att bevisa att systemet Ax = b
ar losbart. (2p)



Losning.

a) Dimension av kolonnrummet till en matris kallas for matrisens rank och &r lika med
antalet pivot element. Dimention av nollrummet dr lika med antalet fria variabler och ér
lika med n — rank dér n dr antalet kolonner. Det ér ldtt att se att kolonnerna i A &r
linjirt oberoende: de &r tvé ickeparallella vektorer i R%. Rank ir lika med 2. Nollummet
Null(A) bestar bara av en nollvektor och har dimension noll.

1 2 1 2
-2 =3 . e . 01
A= 1 4| Gaussian elimination ger trappstegsmatrisen 0 0 .Man ser att
-1 2 0 0
kolonnerna i A #r linjért oberoende.
1 2 2 1 2 2
b) G liminati 4 utvidead tri -2 -3 -5 01 —1
ausselimination pa utvidgade matrisen L4 0 1'% o0 o som
-1 2 -6 00 O
visar att b hor till kolonnrummet Col(A) till A.
1 2
-2 3| g |1 =21 -1
A=y A S {2 3 4 2 ]'
-1 2
1 -2 1 -1 Gauss 1 05 7
. T pe . . . .
Trappstegsformen till A* fas med Gauss elimination: [2 34 9 } ~ {0 1 92 4}
-5 -7
. T -2 —4
bas till nullspace Null(A") : v; = L=
0 1

d) Satsen om sambandet mellan ortogonala komplementet (Col(A))" till colonnrummet
C'ol(A)och nullrummet till transponat matris Null(A”) séiger att (Col(A))" = Null(AT).

Detta medfér Fredholm satsen som siger att systemet Ax = b har en 16sning om och
endast om b #r ortogonal till Null(AT).

Detta foljer fran att b #r ortogonal till alla basvektorer i Null(AT) : bade v, och v i vart
fall. Vi testar detta:

2 -5 2 -7

-9 —2 -9 —4 - :

o 1l 1 =0; o 11 o = (. Systemet &r losbart enligt Fredholms sats.
—6 0 —6 1

(8p)
. Linjira transformationer.

Ange standard matris till linjér transformation fran R? till R? som utgor forst spegling i
linjen x = y i planet och sedan rotation moturs runt origo i vinkel /3. (4p)

Losning.



Standardmatris till transformation 7" har kolonner som &r bilder av basvektorer e; och
(SHB

Transformationen av e ger forst ey efter speglingen. Rotation av ey i vinkel 7/3 (60
cos(r5/6) | [ —/3/2

| sin(m)5/6 | 1/2

Transformationen av e, ger forst e; efter speglingen. Rotation av e; i vinkel /3 (60
cos(n/3) | | 1/2

sin(r/3) | | V3/2

—/3/2 1/2
/2 /3/2

. Egenvektorer, egenvirden, diagonalisering. System linjira ODE.

grader) ger vektorn

grader) ger vektorn

Standardmatrisen ar [

a) Bestdm om matriser A = [ 3 :1 ] ,och B = [ 2 -1 ] , kan diagonaliseras och i sa

fall ange motsvarande diagonallr?latris och transform;tiontmatris. (4p)
b) Betrakta systemet ODE: x’ = Ax med A = [ 130 :411 _ . Ange allmén 16sning och
skissa fasportrett. ]

Bestédm losningen som uppfyller begynnelsevillkoret x(0) = _ 132 } . (4p)

Losning.
3 -1

a) matrisen A = 10 —4

} . har karakteristiskt polynom: \* 4+ X\ — 2 = 0, eigenvektorer:

v, = [ ; } =N =1, vy = [ é } — Ay = —2. Egenviirden #r olika, detta medfor att

egenvektorer maste vara linjért oberoende.

Det ar liatt att se i det fallet med tva vektorer vq och vy att de ér linjért oberoende: icke
paralella hér.

Matrisen A diagonaliseras med matrisen P = [vq|vy] = { ; é } , ndmligen P~1AP =
1 0
o-[1 )
. 2 —1 .. 2 a -
Matrisen B = L har karakteristiskt polynom: A° — 6\ + 9 = 0,egenvirdet &r

A = 3 och har multiplicitet 2.

.. 1 : . .

Det finns bara en linjért oberoende egenvektor v = _ 1 | som ar 1osningen till ekvatio-
1 Wa

nodviindigt kriterium for diagonaliserbara matriser matrisen B kan inte diagonaliseras

nen (B — 31)w=0, eller -1 _11 } { o } = [ 8 } Enligt satsen om tillrackligt och

b) Allmén 16sning till ekvationen x’ = Ax &r x(t) = Cielvy + Coe™ vy,

Begynnelsevillkoret dr x(0) = Cyvy + Covy = [
och Cj:

132 ] . Detta medfor ekvationen for C;



HIEEE

Utvidgad matris till detta system &r [ L3

9 5 19 } Gauss elimination leder till trapp-

1 01
01 2
lkroproblemet &r x(t) = e'vy + 2e?'v,.

stegsmatrisen ] och vérden for C; = 1, C; = 2. Losningen till begynnelsevil-

Konfigurationen i fasportrett ér sadelpunkt. I fall da C'y = 0 gar banor mot oéndligheten
léings linjen genom origo, som &r parallell med v;. Om C; = 0 gar banor mot origo léings
linjen genom origo, som ér parallell med vs. Banor i fasplanet mellan dessa linjer for C
och () skilda fran noll &r hypebler som niirmar sig ovannémnda réta linjer da tiden gar
mot co och —oo.

. Skaldr produkt, ortogonalitet, projektion. Symmetriska och ortogonala ma-
triser.

Betrakta symmetrisk matris A = [ 5 6 1 .

6 0
a) Hitta ortonormal bas av egenvektorer till matrisen och diagonalisera A. (3p)
b) Ange spektral dekomposition av matrisen A. (3p)
Losning.

a) [ 2 8 } Jkarakteristiskt polynom A* — 5\ — 36. Egenviirden A\; = —4, X, = 0.

egenvektorer: vy = { _32} —A—4, vy = {g} —A=0.

Matrisen A dr symmetrisk. Detta medfor att vi och v, ér ortogonala. Det ér ocksa létt

att se att vi - vo = 0. Normerade egenvektorer ir w; = HV11H 1 —\% [ _3 ]och Wy =
v = | 2] ont la transformat;i tris i det fallet &r P = 23

malV2= 755 | o rtogonala transformationsmatris i det fallet r \/E 5 9|

Dess invers &r lika med dess transponat P~! = PT = \/% [ } och #r eventuellt

lika med sjilva P.

-4 0
-1 - D=
P AP—D—{O 9].

b) Spektral dekomposition av symmetrisk matris A &r foljande uttryck:

n
A =3\ w; w! med ortogonala normerade egenvektorer w;.I fall med givna symmetriska
i=1
matrisen 2 X 2 bestar summan av tva termer

A__4W1wf+9wQW§——14—3[_32][_2 3}+%{2}[3 2]



