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Tenta i MVE465 Linjir algebra och analys fortséittning. K/Bt/Kf

Tips: Borja losa uppgifter fran den som verkar vara léttats, ta sedan den som kédnns vara
néist ldttast 0.s.v.

1. Integraler och primitiva funktoner.

a) Beréikna / xsin®(z)dx. (2p)
2 xdx
b) Berik . 3
) Beri na/o @) 2t 1) (3p)
Losning,.

a) /xsinz(x)dx =[x <M> dz = [2dx — 1 [wcos(2z)dr = 12 — 1 [zdsin(2z) =

12 — fwsin(2z) + § [sin(2z)dr =

12% — fcos 2z — qwsin2z + C.

b)Partiellbraksuppdelning ger: (IH)”(CTH) = #1 — 2901“;

Joqde — [siqde=In(z+1) -5 [ qdy =In(z+1) - 3In (22 +1)

f#% =hn(z+1)—iln@z+1)+C

Integralkalkulenshuvudsats medfor: fo % In(z+1) — 1n(2z + 1)] |§ =In3—
+In5

2. Tillampningar av integraler.

a) Beriikna arean av figuren i halvplanet x > 0 som &r begrinsad av tva linjer: cirkeln

2% 4+ y? = 16 och parabeln y? = 6.

Tips: Det lampligt att anviinda variabelbytet av typ = = asin(¢) i en av integraler som

uppstar. (4p)
b) Beriikna arean av ytan som dr byged med rotation av grafen till funktionen y = sin(z)
for x € [0, 7] runt x - axeln. (3p)
Losning.

a) Skiss av figuren:



50051 152 253 354

Skirningspunkter mellan parabeln och cirkeln bestéimmes som losning till system ekva-
tioner 22 + y? = 16 och y? = 6x.Detta som medfor att 22 + 6z — 16, och rotter till det
polynomet &r x1 = 2 och x = —8. Roten x = —8 ir negativ och finns inte pa parabeln.

Bilden &r symmetrisk med avseende pa x axeln. Det récker att beriékna arean av halvan
av figuren. Intervallet for y inom den figuren ar [—/6z1, v/621] = [-2V/3,2v/3]. Figuren
ar symmetrisk med avseende pa x - axeln, sa det ricker att berdkna hélften av arean. Vi
delar upp figuren i tva intervall for x:

Arean = 2f02\/6_m—|— 2f24 V16 — 22dx = I, + I,

=2 [ V6r=3VI2=13

I, = 2f2 V16 — 22dz;

Anviind variabelbytet = = 4sin(t), dx = 4 cos(t)dt.
x=4fort=mn/2;x=2fort=n/6.

=2/ V16 — 16sin® ¢ (4 cos(t)) dt = 32 s V1= sin2t cos(t)dt = 32 f;_r/: (cost)’dt =

39 fﬂ'/2 1+cos 2t) dt 1367T . 4\/5

Arean = I, + I = — 43+ 83=171+4/3
Svar: Arean = %77 + %\/_

b) Beriikna arean av ytan som dr bygegd med rotation av grafen till funktionen y(z) =
sin(x) for z € [0, 7] runt = - axeln.

Svar: Arean = 27 (\/5 - %In (\/5 — 1) + %ln (\/§+ 1))
Allméin formel for arean & Arean = [ 2ry(z)y/1+ (¥/(z))*dr. For konkreta funktionen
y(x) = sin(x)

Arean = 2 [ sin(x)\/1 + cos?(x)dx = =27 [ /1 + cos?(x)d(cos(x)) = =27 [T /1 Rdy =
2 f_ll 1+ y2dy

Betrakta primitiv funktion:

[V1+y2dy =3y y2+1—|—%ln(y+\/y2+1).

Tillampning av integralkalkulens huvudsats ger




f_11 V1+y2dy = [%y y2+1—|—%ln<y—|—\/y2+1)”1_1 _
5V2+ 5l (1+v2)]-[—3v2+ jIn(-1+v2)] = (V2 jln (V2 — 1) + §In (V2 + 1))

och medfor svaret.

Primitiva funktioner med /1 + y? berdknas vanligen med hjilp av substitutionen y =
tan(f) :

I= [ VTH gy = [ /TT @) dtan(8) = [ /1 + SEQ s Oni0 g — 1oy =

= [ COS3 w20 = [ sec?(0)do

Den prmntwa funktionen I = [ sec?(#)df betraktas i Adams i Example 3 i kapitel 6.1
och reduceras dir till standarta integralen

[ = w0 = [ sec(0)dh = In [sec(d) + tan(0)]

med hJalp av partiell integration. Introducera betekningar:

U =sec(),V = tan(f), dU = sec(f) tan(f), dV = sec?(0)d.

och anvind partiell integration i I:

I = [sec®(0)d0 = [UdV = sec(d) tan(0)— [ sec(d) tan?(6)df = sec(d) tan(d)— [ sec() (sec*(8) — 1) d
=sec(f) tan(f) — I + [ sec(0)df = sec(f) tan(f) — I + In|sec(d) + tan(9)|

Integralen I 1oses ut och ger I = % sec(0) tan(6) + 3 In [sec(d) + tan(d)|. Substitutionen

av ursprungliga variabler y = tan(#) och sec(d) = /1 + y? ger

1 1
I=—y 1+y2+§1n‘y+\/y2+1‘

2
|

Man kan ocksa beridkna den primitiva funktionen med att gora partiell integeration direkt
pa integralen [ /1 + y2dy

och sedan anviinda att [ —=
Vvl

—ln(y—k\/ﬁ):

= [T Pdy =y /7 + 1= [yd (VP +1) =/ + 1 y“l dy =y/y* +
f\/mdy—l—f\/#dy

:—]+y\/ﬁ+f\/;mdy.

I loses ut: ZI:y\/m—i—f\/ﬁdy.

—ln(y+\/gm).

Den ér ekvivalent med standarta primitiva funktionen [ —— (9) ——~df = [sec(0)df = In [sec() + tan(F)]

Den sista primitiva funktionen &r bra att kunna: [ L
\/2_

genom samma variabelsubstitution y = tan(#) som ovan:

f\/my—fm (tan(d)) = [ cos() COS2 dQ—f
In [sec(f) + tan(f)| = In (y—l—\/y —i—l)

0—fsec =

cos(6‘)



3. Differentialekvationer.

a) Los begynnelsevérdesproblem: 3 — ytan(x) = @; y(0) = 0. (3p)
b) Ange allméin 16sning till ekvationen 3" — 7y’ + 6y = sin(z). (3p)
Losning.

a) Ekvationen #r linjér av forsta ordningen pa formen y' + p(x)y = g(z) med begynnel-
sevillkor y(zo) = vo.

Den loses med hjilp av formeln:

)= (- [ :p<s>ds) () + | gfs)esp (/ :p@)dt) i)

p(z) = —tan(x), g(z) = 1/ cos(x), y(zo) = 0.

2, P(8)ds = Jy —tan(s)ds = In(cosz) — In (cos 0) = In (cos z)
exp < ds) = exp(—In(cosz)) = Cosl(x)
Jy 9(s)exp (fo t)ydt) ds = [/ COS( exp (In (cos s))ds = [ ds =z
Svar: y(z) = =

Andra sitt att 16sa samma ekvation ér med hjilp av integrerande faktorn. Formeln
ovan dr bara allmént svar pad samma metod. Vi multiplicerar ekvationen med integrerande
faktorn exp ([ p(x)dz) = exp(In(cos(x)) = cos(z) i det fallet och observerar att det som
star i vénster dr derivatan av produkt:

<%y> exp < / p(x)dx) +y - p(x)exp ( / p(x)dSU) = % <y exp ( / p(:v)dfv>>

och ekvationen pa den formen

d% (y exp (/p(x)dx)) = g(z) exp (/p(x)dx)

l6ses med integrering av viinser och hogerled och tilldgg av en godtycklig konstant.

yexp ( / p(.r)dx) _ / o(z) exp ( / p(:c)dx) do +C

Efter multiplikation med exp (— i p(:p)dm) vi far svaret med en godtycklig konstant C'.

Y = exp (— / p(x)dx) / o(z) exp ( / p(x)dx) do + exp (— / p(a:)dx) c

Konstanten viiljes sa att y skulle uppfylla begynnelsevillkor. T var konkret situation exp
([ p(z)dz) = cos(z), g(z) = Cosl( ; och exp (— [ p(z)dz) = Cosl(m). Detta medfor att

1
ylx) = cos(z) /d:c + Ccos(x) = + C cos(x)

cos(z)



cos(x) *

Begynnelsevillkoret ér y(0) = 0 som medfor att C' = 0 och svaret y(z) =
b) v — Ty + 6y = sin(z).

Karakteristisk ekvation &r A2 — 7\ + 6 = 0, rotter d&r \y = 1, Ay = 6.
Detta medfor att allméin 16sning till homogena differentialekvationen y” — 7y’ + 6y = 0 ér
yn(z) = Cre® + Cyeb”.

Rotter till karakteristiska ekvationen &r inte lika med 4.

Detta medfor att en partikuldr 1osning till inhomogena ekvationen kan hittas pa formen
yp(z) = Asin(z) + B cos(x).

Vi hittar koefficienterna A och B med att sitta den formeln in i ekvationen.

—Asin(z)— B cos(z)—T7(A cos(z)— Bsin(z))+6 (Asin(z) + Bcos(z)) = (5B — TA) cos x+
(bA+ 7B)sinx = sin(z)

Detta medfor ett system ekvationer fér A och B.

—7A+5B =0 and (5A+ 7B) = 1. Vi skriver det pa matris form:

5 7 1 7
-7 50 0 “

5

0
01

} , Gauss elimination ger trappstegsformen {

J

}.A:%ochB:%.

|
NN Ut =

Tillbaka substitution ger reducerade trappstegsformen: [

_ 5 7
Yp(v) = 7y sinz + =7 cosx
5

Svar: Losningen &ér y = = sinx + 7—74 cosx + Cre® + Cpe’®,

. Rank, kolonnrum, nollrum. Lésbarhet av linjira system.

1 2 2
. -2 -3 -5
Betrakta matrisen A = 1 4 och vektor b = 0
-1 2 —6
a) Bestdm dimensionen av kolonnrummet C'ol(A) och dimensionen av nollrummet Null(A)
till A. (2p)
b) Bestdm om b hor till kolonnrummet Col(A) till A. (2p)
c) Betrakta transponat A’ av A och ange en bas till dess nollrum Null(AT). (2p)
d) Anind basen till Null(AT) och Fredholm satsen for att bevisa att systemet Ax = b
ar losbart. (2p)

Losning.

a) Dimension av kolonnrummet till en matris kallas for matrisens rank och &r lika med
antalet pivot element. Dimention av nollrummet dr lika med antalet fria variabler och ér
lika med n — rank dér n dr antalet kolonner. Det ér ldtt att se att kolonnerna i A &r
linjirt oberoende: de &r tvé ickeparallella vektorer i R%. Rank ir lika med 2. Nollummet
Null(A) bestar bara av en nollvektor och har dimension noll.



1 2 1 2
-2 -3 ) . . 0 1
A= 1 A , Gaussian elimination ger trappstegsmatrisen 00 .Man ser att
-1 2 00
kolonnerna i A #r linjért oberoende.
1 2 2 1 2 2
e . ) ) -2 -3 -5 01 —1
b) Gausselimination pa utvidgade matrisen 1 EE ger 00 0 som
-1 2 -6 00 O
visar att b hor till kolonnrummet Col(A) till A.
1 2
=2 =3 1 21 <1
A= 1 4 “4_{2—34 2}
-1 2
1 -2 1 -1 Gauss ].057
. T o . . . .
Trappstegsformen till A* fas med Gauss elimination: [ 9 _3 4 9 } ~ { 0 9 4
-5 -7
) T -2 —4
bas till nullspace Null(A") : v; = L=
0 1

d) Satsen om sambandet mellan ortogonala komplementet (Col(A))" till colonnrummet
C'ol(A)och nullrummet till transponat matris Null(A”) séiger att (Col(A))" = Null(AT).
Detta medfér Fredholm satsen som séiger att systemet Ax = b har en losning om och
endast om b #r ortogonal till Null(AT). Detta foljer fran att b &r ortogonal till alla
basvektorer i Null(AT) : bade v; och vy i vart fall. Vi testar detta:

2 -5 2 -7

-9 —2 -9 —4 - :

o |71 1 =0; o 11 o = (. Systemet &r losbart enligt Fredholms sats.
—6 0 —6 1

(8p)
. Linjira transformationer.

Ange standard matris till linjéir transformation fran R? till R? som utgor forst spegling i
linjen x = y i planet och sedan rotation moturs runt origo i vinkel 7/3. (4p)
Losning.

Standardmatris till transformation 7" har kolonner som &r bilder av basvektorer e; och
€s.

Transformationen av e; ger forst e, efter speglingen. Rotation av ey i vinkel 7/3 (60
[ cos(75/6) | [ —v/3/2

| sin(7)5/6 ] N [ 1/2 ]

Transformationen av e; ger forst e; efter speglingen. Rotation av e; i vinkel 7/3 (60
[ cos(m/3) ] [ 1/2

ot ) = Ve

grader) ger vektorn

grader) ger vektorn




—/3/2 1/2
s

. Egenvektorer, egenvirden, diagonalisering. System linjira ODE.

Standardmatrisen ar [

a) Bestdm om matriser A = [ 130 :411 } ,och B = [ i _41 } , kan diagonaliseras och i s&
fall ange motsvarande diagonalmatris och transformationsmatris. (4p)
b) Betrakta systemet ODE: x’ = Ax med A = [ 130 :411 -. Ange allmén l6sning och
skissa fasportrett. ]

Bestédm 16sningen som uppfyller begynnelsevillkoret x(0) = _ 132 ] . (4p)
Losning. -

a) matrisen A = [ 130 :411 } , har karakteristiskt polynom: \* 4+ X\ — 2 = 0, eigenvektorer:

2
egenvektorer maste vara linjért oberoende.

v, = [ 1 } — AN =1, vy = [ é } — Ay = —2. Egenviirden #r olika, detta medfor att

Det ér ldtt att se i det fallet med tva vektorer vy och vy att de ér linjért oberoende: icke
paralella hér.

Matrisen A diagonaliseras med matrisen P = [vq|vy] = { é é } , ndmligen P~1AP =
1 0
D= {O o ]
. 2 -1 . 2 , ,
Matrisen B = Rt har karakteristiskt polynom: A* — 6\ + 9 = 0,egenviirdet &r

A = 3 och har multiplicitet 2.

.. 1 . . .
Det finns bara en linjért oberoende egenvektor v = _ 1 | som ar 1osningen till ekvatio-

nen (B — 31)w=0, eller _11 _11 } [ Z;

nodvindigt kriterium for diagonaliserbara matriser matrisen B kan inte diagonaliseras

} = [ 8 } Enligt satsen om tillrackligt och

b) Allmén 16sning till ekvationen x’ = Ax #r x(t) = Cielvy + Coe™ vy,

Begynnelsevillkoret &r x(0) = Cyvy + Covy = [ } . Detta medfor ekvationen for C;

HIBER

Utvidgad matris till detta system é&r

12

1 1 3 T .

9 5 19 } Gauss elimination leder till trapp-
1

01 2

lkroproblemet &r x(t) = e'vy + 2e vy,

stegsmatrisen l } och viirden for €y = 1, Cy = 2. Losningen till begynnelsevil-



Konfigurationen i fasportrett ér sadelpunkt. I fall da C'y = 0 gar banor mot oéndligheten
léings linjen genom origo, som &r parallell med v;. Om C; = 0 gar banor mot origo léings
linjen genom origo, som ér parallell med vsy. Banor i fasplanet mellan dessa linjer for C
och (5 skilda fran noll &r hypebler som nirmar sig ovannémnda réta linjer da tiden gar
mot oo och —oo.

7. Skaldr produkt, ortogonalitet, projektion. Symmetriska och ortogonala ma-
triser.

Betrakta symmetrisk matris A = [ 2 8 1 .

a) Hitta en ortogonal matris som transformerar matrisen A till en diagonal matris. (3p)

b) Ange spektral dekomposition av matrisen A. (3p)
Losning.
a) [ 2 8 } karakteristiskt polynom A\? — 5\ — 36. Egenviirden \; = —4, Xy = 9.

—2 3 . B .
egenvektorer: v, = 3 | < A—4, vy = 9 | < A = 9. Matris A #r symmetrisk.
Detta medfor att v; och vy ér ortogonala. Det dr och sa litt att se att vi - vo = 0.

-2 3
. SRS N I — 1y, = L
Normerade egenvektorer dr w; = IVl TG l 3 ]och W = 51V2 T UG [ 9 }
Ortogonala transformationsmatris i det fallet &r P = \/% [ _32 ; } . Dess invers ér lika

—2

3 ; } och &r eventuellt lika med sjilva P.

-1 _ pT _ _1
med dess transponat P~ = P* = \/—ﬁ[
—4 0
—1 o
P AP_[ ; 9}.

b) Spektral dekomposition av symmetrisk matris A &r uttryck

n

A =3 X\ w; w! med ortogonala normerade egenvektorer w;.I fall med givna matrisen
i=1

2 x 2 bestar summan av tva termer

A:—4w1w’{+9w2w§:—%{_2][—2 3}+2{3}[3 2 ]

8. Sats.

Formulera och bevisa integralkalkulens huvudsats. (6p)

Maxpoédng pa tentan &r 50.
Betyggriinser for poiéng pa tentamen, inklusive eventuella bonuspoédng ér: 3: 20; 4: 30; 5:
40



Formelblad

Trigonometri

cos(x+y) = cos () cos (y)—sin () sin (y);

sin(z + y) = cos () sin (y) + cos (y) sin (z);

(cosz(x —y) + cos(z +y));

N =

cos(x) cos(y) =

(cos 2( — ) — cos(z +1));

N

sin(x) sin(y) =
Binomialsatsen (ldmpliga speciella fall)

(a4 b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b;
(a + b)* = a* + 4a®b + 642D + 4ab® + b*;

Konjugatregeln
n—1

a” —b" = (a—0b) > a"R by
k=0

T.ex. &r

a? —b* = (a—b)(a+ b);
a® — b = (a—0b)(a®+ ab+b?).

sin(z) cos(y) = % (sin (x 4+ y) + sin (x — y));

tan(z) + tan(y)

t -
an(z +y) 1 — tan(x) tan(y)’
1-— 2
sin2(x) = —COS( x);
2
1 2
COS2(ZE) = 1+ cosez) C;S( x);



