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Losningar till tenta i MVE465 Linjir algebra och analys fortsittning. K/Bt/Kf

Tips: Borja losa uppgifter frain den som verkar vara ldttats, ta sedan den som kénns vara
néist ldttast o.s.v.

1. Integraler och primitiva funktoner.
42
Berik d 3
a) Berd na/<x+1)2(x_1) x (3p)

Losning.

Rationella funktioner integreras med hjéilp av partielbraksuppdelning. Némnaren har
stérre grad &n téﬂjaren. Partiellbréksuppdelning har formen

2242 + + _ A(z+1D)(z—1)+B(z—1)+C(z+1)?
(z+1)2(z— 1) (w—f—l) (w—l—l)2 (;v 1) (z+1)2(z—1)

Az +1)(z—1)+Blx—-1)+C(x+1)?=C — B — A+ Bx + 20z + Az? + Oz* =
(C—B—-A)+2(B+20)+2?>(A+C)=22+2

For att ha likheten for alla x maste koefficienterna vid samma gradar av z vara like i
hoger och vinster.

C—-B—-A=2,B4+2C0=0A+C=1

Tva sista ekvationer anvindes for att ge B = —2C och A = 1 — C. Detta medfor
enekvation for C: C' — (—=2C) — (1 —-C) =2 och C = 3/4,

B=-3/2, A=1/4.

242 3 4 1 _ 3
@ )’(@-1)  2@-1) 4(w+1> 2(x+1)2

f (J;+12;E?: 1) dx = f 4(z—1) dl'+f 4(;t+1 d.Tf f 2(3;3_1)2d'r 31 (.I' - ]‘)+ In (l’ + 1)+2$+2+
C

b) Berdkna / e cos(bx)dx. (3p)
Losning.

Vi integrerar partiellt tva ganger for att fa fram samma integral med annan koefficient
framfor och 1osa ut integralen fran ekvationen som uppstar.

[ e cos(ba)dx = 1 (sinbx)e™ — [ 4 (sinbx)e™dx = i (sinbz)e™ + & (cosbx)e™ —
@ [ (cosbx) e da

<1 + ‘;—;) [ e cos(bx)dx =  (sinbz) e + % (cos bx) e

[ e cos(bx)dx = €™ [§ (sinbz) + & (cosbx)] <b2+a2>—|—C = e [b(sin bx) + a (cos bx)] (jzaz ) +
cn

2. Tillampningar av integraler.
a) Beriikna arean mellan kurvor y? = 2px och 22 = 2py, dir p > 0. (3p)



Losning.

Vi soker forst intervallet i x - variablen som svarar mot sokta arean. Vi soker skirn-
ingspunkter med att l6sa ekvationen x?> = 2py/2pz.Den har 16sningar = 0 och en
z = 2p. Vi far andra losningen med att dela ekvationen med/z som medfor ' = (2p)"®

Arean befinner sig mellan givna kurvor med = € [0,2p] si att kurvan x* = 2py ligger

under kurvan y? = 2pz.
2 1 232 1 23| 2p)*? 1 (2p)°

A:/ [V?px——ﬁ] dr = {\/Qp————} = [/2p - — =

0 2p (3/2)  2p 3], 3/2) 2p 3

522 @] _ 28 _ 4] _ 4

[\f oy ] =[5 -3/ =30

Figuren &r symmetrisk med avseende pa linjen y = x. Vi kan berékna hilften av arean
kanske lite enklare.

_2f0 [ pr—x}dx—Z[\/_(?)s//;—?]

@p)%  @2p)?] _ _
[V B2 %] =27 [5-2] =

-p

3

b) Berikna volumen av rotationskroppen som &dr byggd med att rotera kurvan y =
g (e”’/“ + e‘m/“) runt z— axeln med begrénsning = € [0,b] och a,b > 0. (3p)

Losning. Allmén formel for volum byggd med roterande kurvan y = f(z) > 0 6ver
intervallet [a,b] &r V = 7rfab [ (x)dx
b

2

V= 7r“4—2 fob (e®/* + e‘x/“)2 dx = W% [(e*/a+2+ e 20/0) dy: ol <ae%$ —ge~eT 4 4:15)
<4b—ae ab—l—ae b) i |

0

5
. Differentialekvationer.
a) Los begynnelsevirdesproblemet och bestém intervallet i z dér losningen #r definierad:

/ 2

Yy =uazy’; y(l) =2

(3p)
Losning.
Ekvationen har separabla variabler. % = x7°.
%:xdx;f% [ xdz; -1 = —I—C
Berynnelsevillkoret ger oss virdet for konstanten C. —ﬁ = g +C; —% — % =(C=-1
1 _ 22 .
1oz g 1



Losningen y(z) existerar bara pa oppna intervallet (—+/2,v/2) eftersom f(z) — oo da
r — +v21

b) Ange allméin 16sning till ekvationen

y" + 4y = cos(2x). (3p)
Losning.

Karakteristisk ekvationsir A +4 = 0. A12 = £2¢. Allmén 16sning till homogena ekvationen
y" + 4y =0 &ar yp(x) = C) cos(2x) + Cysin(2z).

Allmén 16sning till givna inhomogena ekvationen ér summa av y,(z) och en godtycklig
losning y,(x) till inhomogena ekvationen.

Hogerledet i ekvationen & 1sning till homogena ekvationen. Detta gor att vi soker y,(z)
pa formen y,(z) = z (Acos(2x) + Bsin(2z)) dir A och B viljas sa att det uttrycket
uppfyller ekvationen.

L (z (Acos(2z) + Bsin(2z))) = Acos 2z + Bsin 2z + 2B cos 2z — 2Az sin 2z
f—; (x (Acos(2x) + Bsin(2z))) = 4B cos 2x — 4Asin 2z — 4Ax cos 2z — 4Bz sin 2z
4B cos 2x —4A sin 2¢ — 4 Ax cos 20 — 4 Bx sin 2x + 42 (A cos(2z) + Bsin(2x)) = 4B cos 2z —
4Asin 2x = cos(2x)

Vi maste ha A =0 och 4B =1 for att uppfylla ekvationen.

Detta ger y,(x) = 7 sin(2z) och y(z) = C} cos(2z) + Cysin(2x) + 7 sin(2z).H

Matriser och linjira system. Kolonnrum, nollrum.

1 3 2 —1
Betrakta matrisen A= | 5 7 6 | och vektor b = 5
3 5 4 2

a) Bestdm om systemet Ax = b #r losbart och om detta stéimmer, ange alla l6sningar.
(2p)
b) Ange en bas till kolonnrummet Col(A) och dimensionen av nollrummet Nul(A) till A.
(2p)
c¢) Anviind svaret till a) for att ange om b #r ortogonal mot Nul(A”) dér A &r transponat
av A utan att berdikna Nul(AT). (2p)

Losning.

i) Betrakta utvidgade matrisen som svarar systemet Ax = b och genomftr Gausselimination:



13 2 -1 1 3 2 -1 1 3 2 -1
576 5 |=|0 -8 -4 10 |=1]0 -8 —4 10
3 5 4 2 0 -4 -2 5 0 0 0 O
1oL ou
och till matrisen pa reducerad trappstegsform: | 0 1 % —% som visar att systemet
000 O
1
1
har en fri variabel och har o#ndligt méga losningar som ligger pa ett linje —g +
0
-1
t| —1 | med godtyckliga reella t.
2
1 3
ii) Bas till kolonnrummet C'ol(A) kan viljas som pivot kolonner i A: | 5 | och | 7
3 5

Dimensionen av Col(A) &r da lika med 2. Dimensionen av nolrummet dr 1 = 3 — 2 enligt
ranksatsen.

iii) Fredholm satsen pastar att Nul(A”) dr ortogonala komplementet till Col(A). Detta
medfor att b #r ortogonal mot Nul(AT) eftersom systemet Ax = b #r losbart och detta
betyder att b €Col(A). B

. Linjara transformationer.

Ange standard matris till en linjir transformation fran R? till R? som utgor forst spegling
i linjen y = = och sedan rotation medurs runt origo i vinkeln 30°. (4p)
Losning.

Satsen om standard matris till en linjér avbildning 7" fran R™ till R™ séiger att standard

matris har kolonner som av virden 7T'(e;),T(ez)...7T(e,), som avbildningen 7" antar pa
vektorer eq, e, ..., e, € R" som &r kolonner i enhetsmatrisen 1,,.

I vart fall 4r det vektorer e; = [ (1] och e; = [ (1) } . Sokta standardmatris har formen
[T'(e1),T(ez)]. Vi beréknar T'(e;) och T'(ey).

Spegling av vektorn e; i linjen y = x ger vektorn e;. Rotationen av vektorn e; medurs

1/2
runt origo i vinkeln 30° ger vektorn 7'(e;) = \/é /9

Spegling av vektorn e, i linjen y = x ger vektorn e;. Rotationen av vektorn e; medurs

W
| —1/2 ]

1/2  /3/2
el

. Egenvektorer, egenvirden, diagonalisering. System linjira ODE.

runt origo i vinkeln 30° ger vektorn 7'(ey) =

Detta ger standardmatris pa formen [

a) Formulera ett tillréickligt och nodviindigt kriterium for att kunna diagonalisera en
matris.



Betrakta matrisen B =

(el RN
— =
— =

Bestdm om matrisen B #r diagonaliserbar och i sa fall ange motsvarande diagonalmatris
D och matrisen P sidan att P~1BP = D. (4p)

Losning.

En kvadratisk n x n matris dr diagonaliserbar om och endast om den har n linjért
oberoende egenvektorer.

1—A 1 1
Karakteristiskt polynom &r p(\) = det 2 1-X 1 =3\ - =X (3-)\).
0 1 1—-A

Vi fick ett multipelt egenviirde A; o = 0 och ett enkelt A3 = 3. Vi kollar hur méanga linjért
oberoende egenvektorer som matrisen B har. Egenvektorer som svarar olika egenvirden
ar lihnjéart oberoende. Det récker da att kolla hur manga linjirt oberoende egenvek-
torer som svarar mot egenviirdet A = 0 eller hur maga linjéirt oberoende losningar som
systemet(B — 0/) x = Bx = 0 har. Anvind Gausselimination.

111 1 1 1 1 1 1 111
211|={(0 -1 -1|=1]0 -1 -1|=1]1011
011 0 1 1 |0 0 0 0 00
Det finns bara en fri variabel, som betyder att alla egenvektorer v till A = 0 ligger pa
0
samma linje genom origo: v =1¢ | —1 | med godtyckligt ¢ # 0. Det finns bara en linjért
1

oberoende vektor till A = 0.

Vi kollar for sikerhets skull hur manga linjért oberoende egenvektorer som svarar mot
egenviirdet A\ = 3 eller hur méaga linjirt oberoende 16sningar som systemet(B — 3I)x =0
har. Anvind Gausselimination.

-2 1 1 -2 1 1 -2 1 1
2 =2 1 - 0 -1 2 - 0 1 -2
0o 1 =2 0o 1 =2 0 0 O

Vi ser pa samma sétt som innan att det finns bara en fri variabel och bara en linjéirt
oberoende egenvektor till A = 3.

Vi ser att matrisen B har bara tva linjirt oberoende egenvektorer och #r inte diagonaliserbar.ll

b) Betrakta systemet ODE: x' = Ax med matrisen A = [ 23 ] .

1 4
Bestdam allméin 16sning till systemet ODE. Bestéam 16sningen som uppfyller begynnelsevil-
lkoret x(0) = [ _11 } (4p)
Losning.

Vi soker egenvektorer till matrisen A = och hoppas att hitta en bas av egenvek-

2 3
1 4
torer vy, vo med egenviirden A\, Ay (kanske likadana) s& att allméin 16sning kan represen-
teras pa formen x(t) = CyvieMt + Covyet?t.



3

Karakteristiskt polynom &r det(A—\I) = det { . I A 4\

} = N — (244)\+det(A) =
A2 — 6\ +5.

Egenviirden r rotter till A> — 6\ + 5. A; = 1, Ay = 5. Egenvektorer som svara mot olika
egenviirden maste vara linjirt oberoende.

Ekvationssystem77 (A — 1I)vy = 0 och (A — 51)vy = 0 maste losas.

1 3 3
/\1:]_. |:1 3:|V1:0:>V1:|:_1:|.

-3 3 1
)\2:5|:1 _1:|V2:O:>V2:|:1:|.

Allmén 16sning till systemet ODE har formen x(t) = Cyvyie! + Cyvae®™.
Losningen som uppfyller begynnelsevillkoret ovan, uppfyller vektorekvationen C [ _31 } +
1 1

|1 ]=[ 4]

Vi anviinder Gausselimination for att 16sa ut C; och Cs.
3 1 1 N -1 1 -1 N -1 1 -1 .
-1 1 -1 3 1 1 0 4 -2

—0.5, C; =0.5.

t_ () Rt
x(t) = 0.5viet — 0.5vqe® = 0.5 [ 3 ] e’ —0.5 { ! ] et = [ L.5¢" =0.5¢ ] y |

1 -1 1
0 2 -1

| a-
-1 1 —0.5¢" — 0.5¢™

. Skaldr produkt, projektion, Gram - Schmidt metoden.

a) Bestém en ortogonal bas till spannet Span (vy, vy) av foljande vektorer:

1 1

Vi = 1 , Vo = 1 (4p)
0 1

b) Bestdm en ortonormal bas till Span (vy, vs) och ortogonala projektionen av vektorn
1

w = | 2 | pa Span (vy,Vvs).
3

Losning.

a) Vi anviinder Gram-Schmid metoden med att vélja ortogonal bas pa formen

u; = vy och uy = vo— vi( vi,va)/([v1]?).

1 1 1 1 0
w=|1|-]1 1|1 ]/@2+1240%) =] 0
1 0 0 1 1

b) Projektionen av en vektor w pa ett underrum £ med ortonormal bas u;, ua, ...,u,, r
lika med Pr(w) = uy(u; - w) + ... + up (0, - w).

Vi infér en ortonormal bas till Span (v, vs) med att normera vektorer u;, us: w3 =
w;/ [y, wy = uy/ uy]



u; = \/LQ 1 ; Ug = 0
0 1
1 1 1 0 0 1
0 0 3 1 1 3
3 3
A
=l s|+|0]|=]3
0 3 3
. Minstakvadratmetoden.
Anpassa foljande experimentella data fér = och y:
xz: 1 2 45
y: —1 2 3 4
med en linje: y = a + bx med hjilp av minstakvadratmetoden. (4p)

Losning.

Anpassing av experimentella data med en rét linje formuleras som ekvationssystemet

e
1
Q
| IS
Il
o
=
Il
— = = =
Ol = DN =

Vi soker minstakvadratlosning till detta (olosbart) system genom att losa normala ekva-
tionen

(XTX) { | - xmp

b-
11
1111 1 2 4 12 ]
T~ __ _
XXL 4 ] 14[1246_
15
-1
1111 2 8
Ty _
S S R
4

Vi tillimpar Gausselimination till normalekvationen:

412 8] __ [412 8] [t 3 2] __[1030 2]__ [10 0 -13
12 46 35 0 10 11 0 10 11 0 30 33 0 10 11
a=—13/10, b= 11/10.

Normalekvationen kan l6sas ocksa med hjilp av Kramers formler:

4 12
([ 2])-w



B 412 g 12] o
0L—1/det({12 46})det{35 46]__52/40__10

4 12 4 8
bzl/det({u 46])det[12 35}:44/4():11/10.

Approximationen av experimentella data dr da y = —13/10 + 11/102.1

9. Sats.
Formulera och bevisa integralkalkylens huvudsats (Newton-Leibnitz sats). (6p)

Integralkalkylens huvudsats, eller Newton-Leibnitz satsen. (Theorem 5 , sid.
313 i Adams)

Lat f vara en kontinuerlig funktion pa ett intervall I som innehaller en punkt a

Del 1. Lat F vara en funktion definierad pa I med

ﬂw:/ﬂ@w (1)

D& ér F' en deriverbar funktion pa I och dess derivata i punkten z &r lika med f(x) - viirdet
av funktionen under integralen i punkten x:

d
- F(x) = f(x) 2)

Del 2.
Lat G vara en vilken primitiv funktion som helst till f s& att -£G/(z) = f(z) pa 1.
Da giller

b
/fwsz@—Fw 3)

for alla b € 1.

O

Bevis till Integralkalkylens huvudsats, eller Newton-Leibnitz satsen.

Vi bevisar forst Del 1 och anviinder derivatans definition férst och Medelviirdessatsen for
integraler sedan .



%F(.T) _ }llii%F(x—i-h) F(x )_

e [

lim / — Tim > (A £(0))

h—0 h h—0 h

Dér ¢ = ¢(h) &r en punkt som ligger mellan « och = + h, och &r beroende av h. Observera att
h i tdljaren och ndmnaren kancellerar. Ligg mirke till att lim, .o ¢(h) = x enligt "satsen om
tva polisménnen". Dessa tva observationer och det att f #r kontinuerlig, leder till slutsatsen:

9 p(e) = lim f(e(h)) = f(2)

dx h—0

Vi bevisar nu Del 2 i satsen.
Det att LG(z) = f(z) = LF(z) medfor att F(z) = G(z) + C for nagon konstant C,
eftersom funktionen F(x) — G(x) har derivatan noll och maste vara konstant. Detta medfor att

/j’ (z) = G(z) + C

Med att séitta = a i formeln for integralen far vi 0 = G(a) + C och C' = —G(a). Sitt nu
x = b och far

/f@%_G@+C—G@—G@

[ |

Maxpoang pa tentan &r 50.

Betyggrinser for poing pa tentamen, inklusive eventuella bonuspoiéing ér: 3: 20; 4: 30;
5: 40



