Samling av bevis som kravs pa tentan MVE465, 2018

Medelviardessatsen for integraler. Det &r Theorem 4, pa sid. 310 i
Adams. Lecture 1 1, sid. 7-8

Om f &r en kontinuerlig funktion pé intervallet [a, b], sa finns det en punkt ¢ € [a, b] sddan att

b
/ f(x)dz = (b— a) ()
]

Beviset till Medelvirdessatsen for integraler.

Det att funktionen f dr kontinuerlig pa ett begréinsat slutet interval medfir att den antar sitt
maximala virde max,cjo f(x) = M = f(u) och minimala virdet mingep, 4 f(z) = m = f(I) i
nagra munkter v och [ ur [a, b] s& att

m = f(l) < f(z) < flu) =M (1)
for alla x pa [a, b].

En av egenskaper hos bestéimda integralen medfor att om for tva kontinuerliga funktioner

g och p giller att

g(r) < p(z)

/abg(x)da: < /abp(m)dx

Vi tillimpar den egenskap till olikheten (1) och far

m(b— a) /mdx</f d:v</de— (b—a)

Dela vinster och hoger av den olikheten med (b — a) och fa

)sb_a/a f(x)de < fu) = M

Vi observerar nu att talet ( f f(z dm) ligger mellan tva viirden f(1) och f(u) av kontin-

for alla x € [a,b] s& maste

m= f(l

uerliga funktionen f pa ett intervall. Enligt satsen om mellanliggande virden av kontinuerliga
funktioner méaste finnas en punkt ¢ mellan punkterna [ och u sadan att f(c) &r lika med detta
mellanliggande talet:

/ fla

Sista relationen medfor efter multlphkatlon med (b — a) pastaendet i satsen:

(b—a)f /f
f——/f

kallas medelvéirdet av funktionen f pé intervallet [a, b].
Vi formulerar igen och ger bevis till

[ |
Definition. Virdet



Integralkalkylens huvudsats, eller Newton-Leibnitz satsen. (Theorem
5, sid. 313 i Adams) Lecture 1 1, sid. 8-9.

Lat f vara en kontinuerlig funktion pa ett intervall I som innehaller en punkt a
Del 1. Lat F vara en funktion definierad pa I med

Fa) = / " f(s)ds 2)

Déa &r F en deriverbar funktion péa I och att dess derivata i punkten z #r lika med f(z) - véirdet
av funktionen under integralen i punkten x:

d

< pa) = 1) )
Del 2.

Lat G vare en vilken primitiv funktion som helst till f s& att LG(z) = f(z) pa I.

Da galler

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) (4)

for alla b € 1.

O

Bevis till Integralkalkylens huvudsats, eller Newton-Leibnitz satsen.

Vi bevisar forst Del 1 och anviinder derivatans definition forst och Medelviirdessatsen for
integraler sedan .

d  Flz+h)-F(x)
@ = fm h -
x+h T
= Jim / f(x)de - / f(@)dz =
1 x+h 1
lim / fa)de = lim > (b f(0)

Dér ¢ = ¢(h) dr en punkt som ligger mellan = och = + h, och &r beroende av h. Observerar att
h i tdljaren och ndmnaren kancellerar. Ligg mérke till att lim, .o ¢(h) = x enligt "satsen om
tva polisménnen". Dessa tva observationer och det att f #r kontinuerlig leder till slutsatsen:

9 pley = tim f(e(h) = f(x)

dx h—0

Vi bevisar nu Del 2 i satsen.

Det att LG(z) = f(z) = L£F(z) medfor att F(z) = G(z) + C for nagon
konstant C, eftersom funktionen F(z) — G(z) har derivatan noll och
méste vara konstant. Detta medfér att

/x f(s)ds = F(z) = G(z) + C
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Med att sétta = a i formeln for integralen far vi 0 = G(a) + C och C' = —G(a). Sétt nu
x = b och far

/ f(s)ds = G(b) + C = G(b) — G(a)

Variabelsubstitution i bestimd integral. Sats 6, sid. 322. Lecture
1 2 sid. 3-4
Lat g vara deriverbar funktion med kontinuerlig derivatan och 1at f vara en kontinuerlig funktion

pé virdesmingden av g (det dr méngden V' av alla tal u pa formen u = g(z) med z € [a,b]).
Da

g(b)
/ f(g x)dr = f(u)du (5)

g(a)
I fall vi kan en primitiv funktion F' till f, kan svaret skrivas explicit:

/ f(g(2)g (z)dz = F(g(b) - F(g(a)) (6)
]

Bevis.
Lat F' vara primitiv funktion (obestdmd integral) till f: F'(u) = f(u) for alla u € V.

Kedjeregeln medfor att ;
—F(g(2)) = flg(x)) - '(x)

Integrationen av vinsterledet och hogerledet fran a till b medfor

/ oot = [ [ ptaten)] as = o) - oty = [ st



Satsen om 4 ekvivalenta kriterier for existensen av l6sningar for alla
hogerled. Sats 1.4.4 i Lay, s. 53, bevis s. 56. Lecture 3 3 sid.
6.

Niista sats ger 4 ekvivalenta kriterier for losbarheten av ekvationen Ax = b.

Lat A vara en m X n matrix. Foéljande pastaenden &r ekvivalenta, d.v.s giller eller inte
giller bara samtidigt.
For varje b € R™ finns en l6sning till ekvationen Az = b.
varje b € R™ &r linjir kombination av kolonner i A
Spannet av kolonner ur A utgér hela R™ eller Span {a; as,...,a,} = R™.
matrisen A har ett pivot element i varje rad.

O gwp

Bevis - dr en 6vning pa att komma ihag Gauss elimination och definitioner pa
linjar kombination, spannet och matris-vektor produkt.

Bevis

Pastéaenden (a), (b), (c) dr ekvivalenta enligt definition av matris vektor produkt, linjér
kombination och spannet av vektorer. Det ricker da att bevisa att d. &r ekvivalent med a.

Lat U vara trappstegsmatris som fas fran A med hjilp av Gauss elimination. Trappstegs-
matrisen som svarar mot utvidgade matrisen [A, b] har formen [U, d] med nagon kolonn d som
ar resultat av Gauss elimination tillimpad pa hogerledet b i ursprungliga matrisen [A, b:

[A, b] ~ Gauss ~ [U, d]
I fall d& (d) géller och A har en pivot position i varje rad, kan [U, d] se ut som fsljande matris:

B o+ x x x x x * ok dy

0O M x x x x x x % dy

0O 0 0 0 M x =x x % ds

0O 0 000 0 m x % dy
00 0 0 0 0 0 .. B x d, |

Detta medfor att systemet har nagra losningar for varje hogerled och (a) géller.

Om (d) &r fel, sa innehaller &tminstone sista raden i U bara nollor. Det &r eftersom man
flyttar alla nollrader nerat vid Gauss elimination. Vi viljer ett hogerled d i transformerade
systemet Ux = d med utvidgade trappstegsmatrisen [U, d] som har 11 d i sista raden:

B o+ x *x * * x % dp
0O W x % x % x x % doy
0O 0 0 0 0 M x x % ds
0O 0 0 0O0O 0 m x % dy
o0 0 000 O0 .00 1

I det fallet far vi ett system Ux = d dér sista ekvationen som svarar sista radet i [U,d] &r
olosbart: 0 = 1.

Ursprungliga systemet Ax = b #r naturligtvist ocksa olosbart i det fallet eftersom de ér
ekvivalenta. Detta visar att (a) och (d) &r ekvivalenta: de giller bara samtidigt.l



Beskrivningen av l6sningar till inhomogena linjéra system ekvationer.
Sats 1.5.6 i Lay, sid. 63. Lecture 3 3, sid. 10-11

Lat ekvationen Ax = b vara losbart for nagon vektor b och vektor p vara en godtycklig
partikulér 16sning.

Da ar losningsméngden till den ekvationen bestar av alla vektorer pa formen w = p + vy,
dér vy, representerar alla losningar till homogena ekvationen Ax = 0.

Bevis. (Exercise 25 i sektionen)

Lat w vara en godtycklig 16sning till Ax = b. Definiera v, = w — p. Tva ekvationer &r
uppfylda: Aw = b och Ap = b.

Med att subtrahera dem fran varandra observera att A (w — p) = 0 och d& Av;, = 0. Det
visar att alla losningar till ekvationen Ax = b har formen w = p + v, dér p ér en godtycklig
partikulér 16sning till Ax = b och v, ér en l6sning till homogena ekvationen Ax = 0. Vi har
visat att vilken som helst 16sning w kan representeras som summan w = p + v, ovan.

A andra sidan, om vi tar en vektor som har den formen: w = p + v, diir p &r en par-
tikulér 16sning, d.v.s. Ap = b och v, uppfyller linjira systemet Av, =0, da maste w uppfylla
inhomogena ekvationen eftersom Aw = Ap + Av, = b + 0= Db.

|

Satsen om standartmatris till en linjir transformation (avbildning)
Sats 1.9.10, sid. 88 i Lay, Lecture 4 3, sid. 3-4.

Lat T vara en linjéir transformation (avbildning) fran R™ till R™( 7" : R" — R™).
Da finns en unique matris A sadan att avbildningen framstélls som matristransformation
med den matrisen:

T(x) = Ax
for alla x ur R™. Matrisen A kan framstillas som m x n matris pa formen
A=[T(ey,ey,...e,,)]

dér eq, es, ...e, dr kolonnerna i enhetsmatrisen 7,, av storlek n xn som har ettor pa diagonalen
och nollo pa alla andra platser:

1 0 0

0 1 0
€ = , €2 = yeee €n =

0 0 1

Matrisen A hér kallas standartmatrisen av linjira transformationen 7.
Bevis. (kan kréivas pa tentan)
Framstill en godtycklig vektor x som

T1 1 0 0
i) 0 1

X = =T + 29 +...+x,
Ty 0 0 1

= x1€e; +xses + ... + T8,



beréikna T'(x) pa det uttrycket och anviind T's linjéritet:

T(x) = 1T (e1) + xT (e2) + ... + 2, T (e,) =
= [T(e))T (ey)..T (e,)] x = Ax

Vi har bevisat framstéllningen av godtyckliga linjira transformationen 7" som matristrans-
formation: T'(x) = Ax.

Entydigheten av standarta matrisen bevisas med hjilp av foljande observation. Lat finnas
en annan standart matris B till samma transformation. Vi skall visa att A och B maste vara
lika.

For alla vektorer x ur R"™ giiller att
Ax = Bx

Speciellt giller detta for vektorer eq, e, ...e,. A andra sidan &r det litt att observera att
Ae; &r kolonnen med nummer j i A.Pa samma sétt ér Be; kolonnen med nummer j i B och
Aej = Be; for alla j =1,...n, d.v.s. alla kolonner i A och B &r lika och da A = B.

|

Satsen om algebraiska regler for matrisprodukt (Lay Sats 2.1.2, sid.
115) Lecture 4 1, sid. 6.

Lat A vara en m X n matris och matriser B och C ha storlekar sadana att produkter och
summor i formler som f6ljer #r vildefinierade.

a) A(BC) = (AB)C
b) A(B+C) AB+ AC
c) (B+0O)A BA+ CA
d) r(AB) = (rA)B = A(rB)
&) I.A = A=Al

dér r dr ett godtyckligt tal, och I,, dr en kvadratisk n X n matris som har 1 pa diagonalen
och alla andra elementen lika med noll.

Definition.

Kvadratisk matris I,, storlek n som har egenskapen e) ovan kallas enhetsmatris. Den har
ettor pa diagonalen och nollor pa alla andra platser.

Uav

_ O O

10
Till exempel I3 = | 0 1

0 0
Bevis till Satsen 2.1.2
Endast intressant dr beviset till a) (beviset kan kridvas pa tentan)
Lat C' = [cy, €y, ..., ¢,]. Definitionen av matrisprodukten ger

BC = |[Bcy, Bcy, ..., Be]
A(BC) = [A(Bcy),A(Bcy),...,A(Bc,)]
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Definitionen pa matrisprodukten medfor att A(Bzx) o (AB)z. Detta tillimpad till alla

A(Bcy),A(Bcs),...,A(Bc,) ger attdel aaa

A(BC) = [(AB)cy, (AB)cs, ..., (AB) ¢,] & (AB)C

dér sista likheten foljer fran definitionen av matrisprodukt.ll

Satsen om berdkningar med inversa matriser. Sats 2.2.6, sid. 123 i

Lay. Lecture 5 1, sid. 4.

Lat A och B vara inverterbar matris n x n. Foljande tre algebraiska formler giller
a)
(A1) = 4

b) produkt AB av tva inverterbara matriser A och B #r ocksa inverterbar matris och
(AB)"' = B4}

Bevis till detta pastaende kan krivas pa tentan
c) AT - transponatmatris av en inverterbar matris A #r ocksé inverterbar och

(47 = ()"

Bevis. till b) som kan kridvas pa tentan.
Beriikna produkt av AB med "misténkta inversen" B! A~ (visar att den #r vinster invers)

(B'A)(AB)=B ' (A'A)B=B'(I)B=B"'B=1

Berikna produkt av AB med "misténkta inversen" B~!A~! i motsatta ordningen (visa att
den dr hoger invers):

(AB)(BT'"A™ ) =ABB ) A =A) A" =AAT" =1



En matris dr inverterbar och om endast om den &r radekvivalent med
en enhetsmatris. Sats 2.2.7, s. 125. i Lay som kridvs med bevis pa
tentan. Lecture 5 1, sid. 8.

Matrisen A av storlek n x n &r inverterbar om och endast om den &r radekvivalent med enhets-
matrisen (identitetsmatrisen) av samma storlek.

Bevis. Man kan ldra beviset med hjélp av elementéira matriser i Lay. Vi anger hir en
kortare bevis som inte anvinder begreppet elementéra matriser.

Om A #r radekvivalent med en enhetsmatris, sa har systemet Ab = p en entydig l6sning
for vilket som helst hogerled p € R™. Foljaktligen har matrisekvationen

AB=1

en entydig 16sning, med kolonner i B som ér entydiga l6sningar till ekvationer Aby = ey, k =
1,..n.

Matrisen B &r da hogerinvers till A . Det &r pastaendet j) i Inversamatrissatsen. Vi skall
visa att detta medfér inverterbarheten av A.

Vart resonemang #r baserat pa tidigare bevisat egenskap att A och A” ir inverterbara bara
samtidigt.

Betrakta transponat av ekvationen AB = I :

(AB)" =17
Detta medfor enligt regler for transponat av produkt att
BTAT =1" = 1.

Det betyder att BT &r vénster invers till A7(!!!)
Observera hir att vinsterinvers dr mycket ldmpligare dn hogerinvers. Det ér litt att se att
vinsterinversen B7 till AT maste samtidigt vara hogerinvers till AT eftersom ekvationen

ATQ =1
for hogerinvers ) loses genom vinstermultiplikation med BT och har en 16sning

Q = B"
ATBT = T

S& matrisen AT dr inverterbar och (AT)_1 = BT,

Men matrisen A som #r transponat av AT och méaste ocksa vara inverterbar, och A~! = B
enligt satsen om berikningsregler for inversa matriser.

Beviset at motsatt hall &r mycket Littare. Om matrisen A &r inverterbar sa har ekvationen
Ax = p en entydig 16sning x =A~!p for godtycklig hogerled p. Det &r mojligt bara om
matrisen A #r radekvivalent med enhetsmatrisen I enligt tidigare utvecklad teori for linjéra

ekvationssystem.
|



Huvudsatsen om diagonaliserbara matriser. Sats 5.3.5.,
s. 300 i Lay, Lecture 6 1, sid. 3.

Sats 5.3.5 , sid., 300 i Lay.

En kvadratisk n x n matris A &r diagonaliserbar om och endast om <= den har n linjért
oberoende egenvektorer.

I det fallet A = PDP~! déir matrisen P har kolonner som &r n linjirt oberoende egenvektorer
till A och diagonala matrisen D med diagonala element som ér egenviirden som svarar mot dessa
egenvektorer (i samma ordning som i P).

O

Bevis. (krdvs pa tentan)

Vi visar forst implikationen fran hoger till viinster <— .

Lat {v1,va,, ..., v, } € R" vara n linjirt oberoende egenvektorer till matrisen A och { A1, Aa, ...\, }
vara motsvarande egenvirden (kanske en del multipla).

Bygg en matris P med kolonner som &r dessa vektorer:

P =[vy,va,, ..., V,]

och en diagonal matris med egenvérden {A;, Ao, ...\, } pa diagonalen, i samma ordning som
egenvektorerna som hor till dem var satta i matrisen P. (Vi kan sétta dem i vilken som helst
ordning)

Egenvektorer satisfierar ekvationer

Avy = AV, k=1,...,n
Vi kan skriva om dessa ekvationer som en matrisekvation
[Avy, Avs, ..., Av,] = [M1ve, Aava, oo A vy
som #r enligt definitionen av matrisprodukten dr samma som
AP =PD

Lat oss visa att verkligen PD = [A;vy, Aava, ..., A, v, ]. Kolla elementet ¢, i produkten
PD, som ligger i raden r och i kolonnen k. Rad-kolonn regeln fér matrisprodukt séiger att
¢ maste vara lika med summan av elementvisa produkter av raden med nummer r ur P :
[P1, Pra, ..., P.y] och kolonnen med nummer &k ur D : [Diy, Do, ..., an]T.

Observera att [Diy, Do, ..., an]T har bara ett element som inte &dr noll: Dy, = \;. Detta
medfor att ¢, = AP for alla » = 1,...,n. Det betyder att kolonnen med nummer k i
PD &r kolonnen med nummer k£ ur P, multiplicerad med A\;. Det &r exakt meningen med
[)\1V17 )\2V2, ceey )\nvn]

Matrisen P #r inverterbar eftersom dess kolonner ér linjért oberoende. Vi multiplicerar
sista ekvationen fran viinster med P~! och ser att A #r diagonaliserbar:

P'AP = D
A = pPDP!



Implikationen fran véinster till hoger = foljer fran samma berikning men genomford at
motsatt hall.

Lat matrisen A vara diagonaliserbar: A = PDP~! och betekna Injirt oberoende kolon-
ner i P med {vy,va,,...,v,} och diagonalelementen i diagonalmatrisen D med {\;, A, ...\, }.
Multiplicera ekvationen A = PDP~! med P fran hoger:

AP =PD
som kan skrivas om med att specificiera kolonner i matriser AP och DP i sista ekvationen:

AP = [Avy, Avs, ..., Av,] =

A0 0 O
PD=P 0 )\2 0 0 = [)\1V1, /\2V2, ceey )\nvn]
0 0 .. A\

Med att identifiera ekvationer for kolonner i dessa matriser ser vi att

AVk = )\kvk, k= 1, ., n

och att linjért oberoende vektorer {vy,vs,,...,v,} #r egenvektorer till matrisen A med
egenviirden {1, Ao, ..\, }.
|

Satsen om bas av ortogonala vektorer. Sats 6.2.4, sid. 356. (bevis
krivs pa tentan) Lecture 6 2, sid. 5.
Lat S = {u;,uy, ...u,} vara en ortogonal uppséttning vektorer skillda fran noll i R".

Den uppséttningen ér linjért oberoende och utgoér en bas till spannet Span(uy, us, ...u,)
av dessa vektorer.

Bevis. (bevis kridvs pa tentan)
Betrakta en linjdr kombination av givna uppséttningen vektorer lika med noll:

cug + cug + ...+ cpu, =0

Skaldr produkt av den lijdra kombinationen med en godtycklig vektor u, ur den uppsét-
tningen &r like med noll och

ciug - Uy + CoUg - Uy + ..Uy - Uy + ... +cpup - uy, = 0

Alla skaldra produkter i den summan &r noll forutom .uy - uy, = ||ug||* # 0. Detta medfor
att
i [lugl* =0

och ¢, =0, for alla k = 1, ..., p och att vektorer {uy, us, ...u, } ér linjért oberoende per definition.
|
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