Dugga om Linér algebra. Losningar till variant 3

1. Berikna dimensionen och ange en bas fér spannet av vektorer:

1 -2 1 0
3 —6 2 -1
=211 4 (11| 3
0 0 1 1

Losning. Beteckna givna vektorer med by, by, bz, by. Spannet av
dessa vektorer dr méngden av alla linjdra kombinationer

{L‘lbl + ZL’QbQ + Igbg + ZE4b4
som per definition &r lika med matris-vektor produkt
Bx = .CL'lbl + Z’ng + Igbg + .I'4b4

dir matrisen B har kolonner by, bs, bz, by och kolonnvektorn x har
komponenter x1, x9, T3, 4.

Spannet Span(by, by, bs, by) av givna vektorer ér samma som kolon-
nrummet av matrisen B. En mojlig bas till kolonnrummet till B bestar
av pivotkolonner i matrisen B. De bestdmmas genom Gausselimination
pa matrisen B.

1 =21 0 1 -2 1 0
B — 3 -6 2 -1 Gauss 0 0 -1 -1 Gauss
-2 4 1 3 0o 0 3 3
0 0 1 1 0O 0 1 1
1 -2 10 1 -2 10 1 -2 0 -1
G?%ss 0 0 1 1 G%ss 0 0 11 G%ss 0 0 1 1
0 0 11 0O 0 00 0 0 0 O
0 0 11 0O 0 00 0 0 0 O
1
Vi ser att pivotkolonner &r forsta och tredje kolonner b= _32 och
0
1
bs = ? i matrisen B. De utgor en bas till kolonnrummet och till
1
spannet (Span {by, by, bs, bs}) av vektorer by, bay, bs, by.
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Dimensionen av spannet dr dim(Span {by, bs, b3, bs}) = 2.



2. Bestim standartmatrisen av transformationen 7' : R? — R? som forst
roterar vektorer i planet i vinkel 30 grader moturs och sedan speglar
dem med avseende pa y axeln. Ar den transformationen bijektiv?

Losning. Standartmatrisen A till en linjér transformation 7'(z) &r
en matris sadan att 7'(x) = Ax. Den har kolonner T'(e;) och T'(eq)

. 1
ddr e; och e, &r standarta basvektorer i planet R?: e; = och

o]0 O

Rotationen av e; = i vinkel 30 grader (7/6 radianer) moturs

1
0
(positiv riktning for vinklar) ger vektorn som utgor vinkeln 30 grader
cos(m/6) 1 [ v/3/2
sin(7/6) ] a { 1/2 ] '
_I//_32/ 2 ]och

med x - axeln och petar at hoger och uppat: l

Spegling av den vektorn i y - axeln ger vektorn 7'(e;) = {

forsta kolonnen 1 A.

Rotationen av e; = i vinkel 30 grader (7/6 radianer) moturs (pos-

0
1
itiv riktning for vinklar) ger vektorn som utgor vinkeln 60 grader (/3

. - o | —cos(m/3) | _
radianer) med x - axeln och petar at véinster och uppét: [ sin(/3) } =

[ ~1/2

V3/2 ] . Spegling av den vektorn i y - axeln ger vektorn 7T'(ey) =

[ \}5/52 ]och ar andra kolonnen 1 A.

Ao —/3/2  1/2
Sl 1/2 V3)2
Transformationen T ér bijektiv och inverterbar eftersom bade spegling

och rotation &r inverterbara. Man kan ocksa se detta med att analysera
standarta matrisen A :

a) observera att kolonnerna i A #r linjirt oberoende: tvé ickeparallella
vektorer i planet, eller

b) observera att A har tva pivotkolonner genom att gora ett steg i
Gauss elimination: addera forsta raden ganger 1/v/3 till andra raden.
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b) med att beréikna determinant av A: det(A) = —1#0



3. Beriikna egenviirden och sa manga som mojligt linjéirt oberoende egen-
vektorer till matrisen A.

-1 -1 0
A= 0 2 =2
0o 0 -1
Lésning. Vi beréknar forst karakteristiska polynomet p(\) = det(A —
—1-Xx -1 0
M) = det 0 2-X =2 —(-1-N*(2-))
0 0 —-1-2A
och ser att det har en rot Ay = —1 med multiplicitet 2 och en enkel rot
Ao = 2.
Egenvektorer x som svarar egenviirdet A = —1 uppfyller homogena
ekvationen
(A+Dx=0
Vi genomfor Gausselimination pa matrisen (A + I):
-14+1 -1 0 0 -1 0 G 010
0 2+1 -2 |[=]0 3 —2["A"[001
0 0 —-1+1 0 0 0 000
eller x5 = 0; 23 = 0 och en fri variabel x;. Detta ger en linjirt
1
oberoende egenvektor vi = | 0
0

Egenvektorer x som svarar ot egenviirdet A\ = 2 uppfyller homogena
ekvationen

(A-20)x=0
Vi genomfor Gausselimination pa matrisen (A — 21):

-1-2 -1 0 -3 -1 0 . -3 -1 0
0 2-2 -2 |=[0 0 2|~ 0 01
0 0 -1-2 0 0 -3 0 0 0

eller —3x1 — 29 =0; 23 =0.
1

Detta ger en linjért oberoende egenvektor vo = x5 | —3 | . Egenvek-
0

torer vi och vy som svarar mot olika egenviirden &r linjért oberoende.
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Varje uppgift ger 0.5 bonuspoéng till tentan och tvad omtentor
innan nista lasar.



