GRADIENT, DIVERGENCE OCH ROTATION

Om f:R3 — R sa definieras gradienten genom
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Man kan ténka sig om linjér avbildning

0 0 0
V=—i+—j+-=—k
8901 + 8y‘] + 0z
som verkar pa f.
Den kan verka éven pa ett vektorfilt: om F : R? — R3 F = Fli+ Fyj +
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Sats 16.1.1 Lat B. vara ett klott med radie € och medelpunkt P och
lat S, vara randen till B,. Da géller enligt divergenssatsen (16.4.8):
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Ytintegralen kan ses som ”"flédet ut ur punkten P”, divF(P) kan tolkas
som ”kéllstyrka per volymenhet”.

Om F : R3 = R?, F = Fii + Fyj + F3k sa definieras rotation curlF
enligt

culF = VxF= (aii + ;;j + gzk) x (Fii+ Fyj + FsK)
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Sats 16.1.2 Lat S vara en cirkelskiva med radie € och centrum i punk-
ten P och enhets normalvektor N. Lat C vara randcirkeln genomlopt
moturssett fran spetsen av N. Da géller enligt Stokes sats (16.5.10)
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Kurvintegralen kan tolkas som arbetet vektorfiltet F utréittar da en
partikel gar runt i den cirkuldra banan.



curlF(P)-N kan alltsa ses som féltets formaga att fa en partikel att rotera
kring axeln N, formagan &r storst om N édr parallell med curlF(P) och
obefintlig om de &r ortogonala.

Ett vektorfilt F kallas kallfritt, divergensfritt (”solenoidal”) i ett omrade
D om divF =01 D.

Ett vektorfilt kallas rotationsfritt (irrotational”) i ett omrade D om
curlF =0 D.

Sats 16.2.3 Lat F vara ett vektorfilt och ¢ en reelvird funktion som
ar tillrékligt glatta. Da géller

(g) V-(VxF)=0 (div curl =0)

(h) V x (V¢) = 0.

(g) innebér att curlF ar kallfritt. (h) betyder att om F &r konservativt
sa dr F rotationsfritt.

Lat D vara ett oppet omrade i planet eller rummet. D kallas sam-
manhingande om varje par av punkter P och ) i D kan bindas sam-
man med en kontinuerlig kurva som ligger helt i D.

Ett omrade D kallas enkelt sammanhingande om varje enkel sluten
kurva kan kontinuerligt dras samman till en punkt utan att ldmna D
under sammandragningen.

Sats 16.2.4 Om F ar glatt rotationsfritt vektotfalt i ett enkelt sam-
manhingande omrade D sa ar F konservativt.

Vi har alltsa att ett vektorfilt F(x,y) = f(x,y)i+ g(z,y)j i planet ar
konservativt i ett enkelt sammanhingande omrade D om och endast om
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i alla punkter (z,y) € D,

ett vektorfilt F(z,y,z) = f(z,y,2)i+ g(z,y, 2)j + h(z,y, )k i rummet
ar konservativt i ett enkelt sammanhéngande omrade D om och endast
om

0 0
Ff(x7yvz) - %g(xvyuz)

%f(xv Y, Z) = aZTh(l"y7 Z)
ag(xaya Z) = aﬁyh(l’,y,Z)

i alla punkter (z,y,z) € D.



